Notations

Tous les espaces dans ce mémoire sont définis sur R".

Pour o € N, || = g + g + ... + .
La dérivée partielle 4 o/

T1...09n 1,

on note J; f et 97 f ou D*f.

est notée 0° f, si f une fonction de deux variable (z, y)

Si f : R™ — C est une fonction, alors le support de f est suppf = {z € R": f(x) # 0}.
f+g= [ f(z —y)g(y)dy est le produit du convolution des fonctions f et g.

Rﬂ,
Soient A; et As deux espaces, on dit que A; — A, §’il existe ¢ > 0, telle que:

lla, < €ll-lla, -

Ll

R™) est ’espace des fonctions mesurables, intégrables sur tout compact de R”.
loc g

Pour f € L' (R") sa transformée de Fourier est

FrE) =Fle) = / exp(—iz€)f (v) da.

RTL

et sa transformée de Fourier inverse est

Ff ()= f(r) = (2m)" / exp(—iz€) f (€) d€.

Rn

n

x- &= x;& est le produit scalaire usuel sur R™.
i=1

q est 'exposant conjugué de ¢



e Soit a € R, ay = max(a,0).
e F' est I'espace dual de E.

e [, est 'espace des fonctions mesurables f telle que

W, = | [1@ra | <oo

e /, est I'espace des suites (z,,),, telles que

0 .
”anzp = (Z |xn|q> < 0.
n=0

e siz € R, [z] est sa partie entiére.

e Pour m € N,Cy" (R") est l'espace des fonctions de classe C™ (R™) dont toutes les

dérivées sont bornées et

1llep = 3 10l

|| <m
e Pour s € R*\N, C* (R") est I'espace de Holder des fonction f € C¥! (R") telle que:

0°f (x) — 3T§(yﬂ

< +00.

|
ortery = iy + 3 sup

[Fa
o oy eyl

e Soient 0 < p < 00, 0 < ¢ < o0, alors ¢, (L,) est Pespace des suites {fy}r C 5" (R")

telle que

kel (Zufk nq) <.

et L, (¢,) est I'espace des suites {fi}r C S’ (R") telle que

H{fk}kHLp(zq) = (Z |fk (13)|q> q < 0.

p

o D(R™) = Cg° (R") est 'espace des fonctions C*° (R") & support compact.

e D' (R") est le dual de D (R™), appelé espace des distributions sur R".

i



S (R™) est I'espace des fonctions C* (R™) a décroissances rapides.
S" (R™) est 'espace des distributions tempérées.

H, est l'espace de Bessel telle que:

/]

= |F AN RO eRres®)1<p<w).

W (R) est I'espace de Sobolev telle que:

Wyt ={feS(R"):0f € L, la| < m} (meN,1<p<o0).

Espace F' : espace de Lizorkin-Trieblel .

Espace B : espace de Besov .

f-gaulieu f(z)- g(x).
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Introduction

Depuis longtemps les espaces de Sobolev H,, W™, ... ont fait 'objet de plusieurs travaux
de recherche. Les espaces de Lizorkin-Triebel F; (R™) sont des espaces qui contiennent
les Sobolev, puisqu’on dispose de l'égalite¢ W = FJ ,. Ils contiennent aussi les espaces
Potentiel de Bessel H;, puisque la aussi on a H; = FJ,.

Certaines théories ont été étudiées dans les FJ (R") comme par exemple, la résolution
de certaines équations aux dérivées partielles avec des données dans F (R™), la continuité
de certaines opérateurs pseudo-différentiels sur F (R™), ... etc.

Dans ce mémoire, nous allons étudier la multiplication ponctuelle dans les espace de
Besov et les espaces de Lizokin-Triebel,on a déterminer les conditions nécessaires et suff-

isantes sur les parametres (s, so, s1), (P, Po, P1), (¢, 0, ¢1) pour que l'inclusion du type
50,90 81,491 5,9 5,4 — 5,9 54 — S,q
Apoto . AT A)9 avec A9 = Byl ou Ayt = F

soit vérifiées. Cela fait suite au travail de D.Drihem et M.Moussal.

Notre activité est organisée en trois chapitres:

e Dans le premier chapitre, on rappelle quelques concepts et outils de base, en util-
isant: Série de Littlewood-Paley , espace de Besov et de Lizokin-Triebel , quelques

propositions et lemmes.

e Le deuxiéme chapitre est basé sur I’étude de la multiplication ponctuelle du type
B-B— B F-F — F et dans 'espace de Besov et ’espace de Lizokin-Triebel pour

r< .
p2

e Dans le dernier chapitre on a étudier la multiplication ponctuelle du type F'- B — F

dans l'espace de Besov et 'espace de Lizokin-Triebel pour r < p% et que vous avez



Introduction

besoin de concepts de base de chapitres précédents et aussi des définitions et des

inégalités maximales.



Chapitre 1

Quelques résultats préliminaires

Dans ce chapitre, on va rappeler les notions essentielles qu’on va utiliser par la suite a savoir
particulier les espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel, quelque propriétés principales et

quelques exemples des fonctions dans les espaces de Besov.

1.1 Série de Littlewood-Paley

1.1.1 la décomposition de Littlewood-Paley
Soit v € S (R") telle que:

L. suppy C {{ € R™: 271 <| €< 2},

2. v(§) >0 pour 27t <| £ < 2,

3. Y v (27%¢) =1, v¢ e R™\ {0}.

keZ
+oo
On pose ¢ (§) =1 — Y v (27%¢), on obtient une fonction ¢ € C* (R"), telle que:
k=1

supp o C{{€R": |[£]<2} et 0<ep<1.

Alors, V€ € R™, on a
+o00o
PO+ X (27%¢) =1, (1.1.1)

La relation (1.1.1) est appelé la partition de 1'unité.



1.1. Série de Littlewood-Paley

A cette décomposition on associe une suite d’opérateurs de convolutions

Q;: S (R") — C™(R"),

et
Ay : S (R") — C™ (R™).
telle que
(Qif) ()= (F (¢ (277.)) * f) (x), 1.1.2
= 2j"/f‘190 @ (@=w)fWdy,  (G=12,.),
et

(Arf) (@) = (F 1 (v (277)) % f) (@), (1.1.3)

:2’“"/.7-"_17 (2’C (:v—y))f(y)dy, (k=0,1,...).

Avec la notation Ay = @)y alors

o — L —

Qif € =p(27)f(€) (pourj>1) et Af(&)=~(27")F () (pour k>0).

Ecrivons la relation (1.1.1) au point 277¢, alors

P (27 + > v =1

k=j+1
En multipliant par f, on obtient
P27 T+ 3 1T =1 (1.14)
k=j+1

En appliquant 1'application F~! sur (1.1.4), on obtient
Qif+ X Af=1Ff (VjeN). (1.1.5)
k=j+1
Pour j = 0, on trouve

w(f)fﬂLiv(?”“é”)f:f,

k=1

i.e.

Qof + ki Avf = f, (1.1.6)



1.1. Série de Littlewood-Paley

alors
f=2 At (1.1.7)
k=0

On remplacant f dans (1.1.5), on obtient

Qf+ 3 Akf:k]zOAkH S AL

k=j+1 k=j—+1
Donc

J
Qif = 2° Axf.
k=0
La relation (1.1.7) est la décomposition de f du type de Littlewood-Paley.

1.1.2 Décomposition du produit f.g
Soient f et g deux fonctions dans S (R"). On définit le produit f.g par:
f.g=lim (Q;f).(@s9),

lorsque la limite existe dans S’ (R™). Le support de Af - Arg est non vide dans le cas

(—1<k</{+1, donc

00 —2 /41 00
fo - zAw-(Z+ S Z)Akf,
/=1

k=0 k=l—1 k=(+2

oo k-2 oo k+1 oo (-2
= > D A Dig+ DD A Drg YD Af - Ay,
k=2 ¢=0 k=0 {=k—1 (=2 k=0

= m(f,9)+m(f,9) +735(f.9).
Ou

supp F (Qr—of - Arg) C {£ € R"/Zk_3 <€ < 2k+1}, k=2,3,..

oo k+1
supp F (Z > A Akg> c {€eRY/[¢] <528, k=23, ..

k=0 f=k—1
On a aussi
fg =Y A(fg),

k=0

= > A ZAjfZA£9> ,
k=0 j=0 =0

S A £ A
k=0 j=0 (=0



1.2. Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

Calculons maintenant F (A (A; f.Ag))

F (A (Ajf.Ag)) (&) =

Y (27R) [F (A 1.009)] (6),

= 7 (27%) (F (A1) = F (Aeg)) (£),
— o (2) / F (A f) (€~ 1) F (Deg) () di.

= /v 27%) v (27 (=) v (27'n) F(f) (€ =n) F (g) (n) dn.

R

Donc, il ya trois cas ou le support de F (Ay (A;f.Ayg)) n'est pas vide:

( < k+1 et k—2<j<k+4,
j < k41 et k—2<0<k+4,
(i > k et |l—Fk|<]1.
Alors
(f.9) = jgoAk (A,180g) = (Dkir) + Doy + Digsy) (19). (1.1.8)
avec
w (f.9) = (Akf Qk+1g>
k) (£.9) = A (Quar f-Brg) | (L.1.9)
v (.9) = ik Ar (81559)
telle que
k+4 k+1

A\_];: Z AjetA_k:

j=k—2

A,
j=k—1

1.2 Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

1.2.1 Espace de Besov

Définition 1.2.1 (L’espace /; (L,
supp]?j C{EeR":| &< 27}, alors

H{fJ ]EN‘ - H{ ]SfJ geN’

)) Soient s € R et 0 < p,q < o0, {fj};cy C S et

(1.2.1)

L
q q
< Q.

<§ (2151,



1.2. Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

Définition 1.2.2 Soient s € R et 0 < p,q < co. L’espace de Besov noté B,  (R") est

Uensemble de f € S" (R") telle que <2js HAijp>jeN € {,

swpso (2918, f1,) s g=o0

/]

Proposition 1.2.1 /8] Soient s € R et 0 < p,q < oo telle que:

1. By (R") est un espace quasi-Banach (Banach si min (p,q) > 1).
2. BS, o (R") = C*(R") si s € R"\N, (C° est l'espace de Holder) .

Proposition 1.2.2 /8] Soient sy, s1,s € R, 0 < po,p, p1,90, 1,9 < 00 alors :

S0 s1 .
1. B, — Byl st so > s1.

2. By = By stq0 < qr.

p,q0
S0 51 ] _n _n
3. BPOHO - Bpl#}l StS0 7 3 S1 7 o el 0 < pp < p1 < 0.

1.2.2 Espace de Lizorkin-Triebel

Définition 1.2.3 (L’espace L, (¢5)) Soient s € R,0 < p < 00,0 < ¢ < 00, {fitjen C S’
et supp/f\j C{EeR":|&|< 2}, alors

1
(s (2 f:)? < 0. 1.2.2
" (2( 5 ) (1:2:2)

p

H{fj}jeN (e) = H{stfj}jEN

.,
Définition 1.2.4 Soient s e R,0 < p < 00 et 0 < q < 00, Espace de Lizorkin-Triebel noté
Fy . (R") est l'ensemble de f € S (R") telle que:
(Z (27 IAjfl)q) si q# 0.

j=0

p

£y, =
Hsupj202j8|Ajf|Hp si  q= o0.

Proposition 1.2.3 [7] Soient s € R et 0 < g < 00, telle que:

1. F;  (R") est un espace quasi Banach (espace de Banach si min (p,q) > 1),
2 FO,(R") =L, (R") si 1<p<oo.

3 FHRY) =W (RY) si 1<p<oo,meN".



1.2. Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

4. Fo(R") = H (R") si 1<p<oo.
5. F: (R") =B (R") si 1<p<oc.

Proposition 1.2.4 [8] Soient sy, s1,5 € R et 0 < qo, q1,9 < 00, 0 < pg, p, p1 < 00 telle que:

1. %0 «— F*% g5 55> s1.

P,qo0 p,q1
S S -
2. Fp,qo - Fp,q1 8140 < q1-

50 51 gy — T — _n
A O R AT oo = S1— et 0 <po <p1<oo.

1.2.3 Exemples des fonctions dans I’espace de Besov

Exemple 1.2.1 f(z) = vp% (la valeur principale de%) :
On a
Ff(&) = —imsgn&, (1.2.3)
A .
supp A;f C{€ e R/ €] < 2711

d’aprés 'inégalité de Berstein on obtient

145 £, < G0 a1, (p>2) (1.2.4)
p
D’autre part on a
A
1A fll, = (QW)_% A;f (plancherel)
2
1 A
= (@2m)77 e (277) f|| .
2
1 1 i
= 5@ 2 le 27,
I
= 5752t el
= 622%.

car ¢ € D (R).
En remplagant dans (1.2.4), on obtient

1A, £, < 02]‘(1—%)’ ¢ = cicy constante



1.2. Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

d’ot
. : 1
98] ||A]pr S 62‘7<5+p/>‘
(sl
La série ;OQJ(SJFP’), 1 < q < 400 converge si s < —i, ce qui donne vp% € B,, (R) dans
J=
les deux cas suivants:

_ 1.
Los=—51<p<too,q=-+ocet|f] 1 < sup?2 AL

p,+oo JZ

2.5 < —]%,1 <p < 400,q = +00 et HfHB;oo < +o00.

Preuve. de (1.2.3).
Soient g € S' (R),p € S(R), on a

F () (6) = i L Fg (¢)

dg§
et
A A
(f, o) = (f,z0),
= liH(l) exp(z’x-O)@(x)d:B,
|| >e
= 277 15(0),
= 2mp(0),
= 2m(0, ).
D’ou

Fzf)(€) = Z%Ff (&) =274 (0 mesure de Dirac),

ce qui donne

Ff(€) =—2irH ({) +a, a constante.

ou H est la fonction de Heaviside puisque 0 = H' en effet

+oo
(H',p) = —(H,¢') = - / ¢ (z)dr=¢(0), ¢eD(R).
0
f est impaire donc 3\” est impaire (Ff (&) = —Ff (=€), £ €R),
d’ou
1 si €20

a=1ir (H (&) + H(=¢)) =i, avec H (§) = .
0 si £€<0



1.2. Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

donc
, , —uT si £€>0 ‘
Ff(€)=—2irH (§) +ir = = —imsgné.
i si £€<0
[ |

Exemple 1.2.2 f = § (mesure de Dirac)
Soit p € S(R™) on a

(5,00 = (5.8) = 5 (0) =/w(93)dzv: (1,).
d’ot
A= (27).

Comme dans lexzemple (1.2.1), on obtient 2% 14;4], < cQj(erﬁ).

La série 2j<s+ﬁ)q, converge st s < _z%’ 1 < g < +00 ce qui donne § € By, (R™) dans les
cas suivajit?s:

1. s =—3,1<p< +00,q = +o0.

2. 5<—§,1§p,q§+oo.

1.2.4 La multiplication dans une algébre

Définition 1.2.5 On dit qu’un espace vectoriel E est une algébre s’il existe une constante

c >0, telle que
1f-9lls < ClfI, -9l ¥V (f,9) € EXE.

Théoréme 1.2.1 [7] Soient s € R et 0 < ¢ < o0

1. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes telle que 0 < p < oo
(i) By, est une algébre,

(ii) By, = Loo,

(1)) s > 2 ous=72et0<qg<1

2. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes telle que 0 < p < 0o
(i) F;, est une algébre,

(i1) F), = Loo,

(1) s > 2 ous="2 et 0<qg<1

10



1.3. L’interpolation

Remarque 1.2.1 [7] Dans le cas s =0, on a
0 0 0

1. Fpaq'vaq g vaq'
0 1o 0

2' prq'Bp’q SZ Bp»q'

Lemme 1.2.1 [§/

1. Soient s e R,0<p< oo et0<q< oo alors

By Fpy— By, siq <min(p,q),q > max(p,q).

2. Soient 0 < pyg < p < p; < 00, etso—pﬂozs—%:sl—pﬂl alors

s s s .
Bpg,qo — Fpy— Bpi,ql st 0<qo<p<q <o0.

3. Soient 0 < p < p; < o0 et s—%:sl—pﬂl alors

s S1
—
vaq B

P1,9°

Lemme 1.2.2
Soit 0 <p<1 et8>%—n.

(i) 1l existe une constante ¢ > 0, telle que

1f1lz, < cllf]

P T

(1) 1l existe une constante ¢ > 0, telle que

1Fllz, < cllfl

B, VfeB,,

1.3 L’interpolation

1.3.1 L’interpolation dans L, (R")

Théoréme 1.3.2 (Riesz-Thorin)
Soient 6 €]0, 1] et po, p1 € [1,+00] telle que py # p1 et }D = 1p;09 + pil.

11



1.3. L’interpolation

Alors, on a

[Lpo (R™), Ly, (R")]p = Ly (R™).

23 3 S S
1.3.2 L’interpolation dans B, et FJ,
Proposition 1.3.5 Soit T' un opérateur linéaire de H dans lui méme telle que
ITfllay < collfllay, VS € Ao,
1Tfllay <callflla,,  Vf€AL

Alors T' envoie (Ao, A1), dans lui méme avec

||Tf||(A07A1)9yq <c Hf”(Ao,Al)e,q ’

ol

cgcé_gc‘f, 0<f<1letO<qg<+oc.

1.3.3 L’interpolation réelle

Les théorémes suivants sont tous démontré dans le livre de Triebel [7].

Théoréme 1.3.3 Soient qo,q1,q €]0,4+00],0 < 0 < 1 et 59,51 € R telle que so # s1 et
s=(1—6)so+ 0s;.
(i) Si 0 < p < 400, alors

(B (RY), B, (R), = B, (RY).
(11) Si 0 < p < 400, alors
(Fliezo (Rn) ’FPS;Jl (Rn)) - inq (Rn) :

0,9

Théoréme 1.3.4 Soient pg,p1 €]0,+00[,0 < 6 < 1 et 59,81 € R et sg # 51 et s =
116 , 0
(1_0)30+93175 = p_0+p_1
Alors
(Brogo (R"), Bty (R"))

Ppo,po

=B, , (R").

0,p

12



1.4. Inégalité principale

1.4 Inégalité principale

Théoréme 1.4.5 (Inégalité de Holder)
Soient f € L, (R") et g € L, (R") avec 1 < p,q < o0, alors f.g € L, et

1 1 1
1.l < I£1, - Il (2_9 Ll _) |

Théoréme 1.4.6 (Inégalité de Minkowski)

Pour tout 1 < p < q < oo, et X un élément dans ¢, (¢,), alors

HX”gq(ep) < HXHZP(&I) :

Théoréme 1.4.7 (Inégalité de Young)
Soient 1 < p,q,r < 400 telle que 1+% = %+%. Alors pour toute f € L, (R") et g € L, (R"),
onafxge L, (R") et

I1f = gll, < [1£11, g, -

Théoréme 1.4.8 (Inégalité de Bernstein)

Soient 0 < p < ¢ < oo et a € N". Il existe ¢ = c(a,p,q,n) > 0, telle que pour toute
A

feL,R"), avec supp f C{{ € R"/|{| < R}, on a

al4n(i-1
|7, < R G g,
Lemme 1.4.3 Soient 0 < b < 1 et 0 < q < oo. Pour toute suite réelle a termes positifs
k 00
{ej},en dans €4 (N), les suites {Zo bk_jsj} et { Zk bj_kaj} appartiennent o £, (N).
I= keN J= keN

De plus, il existe une constante ¢ = ¢ (a,q) > 0 telle que

k o
{megj} + {Zbﬂ'—%j} SCH{Ek}keN”gq‘ (1.3.1)
J=0 keN|lg, j=k keN|lg,

La valeur existe de c est: (ﬁ) .

Lemme 1.4.4 Soient 0 < p < 00, y > 0. Pour toute suite {[;};cy C 5" (R") N Ly, telle

que

suppf; C {5 eR": [ < y2j}>

13



1.4. Inégalité principale

alors

1Akfill, < 292 £l (1.3.2)

Avec k < j < o0 et p = max (O,% —n) , avec ¢ dépend de n,p et y.
Lemme 1.4.5 Soient 0 <p <1 ety > 0, pour toute suite {f;} C L,, telle que
supp fj C {€ € R™: [¢] <y2'},

alors

(1.3.3)

<c H {27¢f; }jeN
Bg oo

)proo) '

Z fi
j=0

Avec o = % —n, avec ¢ dépend de n,p et y.

14



Chapitre 2

La multiplication ponctuelle du type

A A—wAavec A=BouA=F

Dans ce chapitre, nous étudions les inclusions du type B x B <— B ou F' X F — F et on a

donner quelques définitions et quelques propositions.

2.1 Rappel

Définition 2.1.1 Soient Ay, Ay et Ay trois espaces de Banach, on dit que Ay - Ay — As
st pour toute fonction f appartient a Ag et g appartient a Ay, on a f - g appartient & A, de

plus il existe ¢ > 0 telle que

1= glla, < ellfllag gl -

Définition 2.1.2 Soit E un espace de Banach de distribution(E.B.D1) contenant D (R™)
comme sous espace dense, on dit que U € D' (R™) est un multiplicateur de E (i.e U € M (E)),

s’il existe une constante ¢ > 0, telle que toute p € C*°NE, onaU¢ € E et

Ul < cliélle-

On munit M (E) par la norme

1Ullpey = sup {lUS g5 19l o = 1, pour tout ¢ € C= N E},

15



2.1. Rappel

et on a

M (A;q) ={feSR"), fge A Vg € A;q} ,
telle que A, , = B, , ou A, , = F .
Notation 2.1.1
Soit By,: l’ensemble des fonctions analytiques
B, ={b; b={bi}r—y, b€ S (R")NL,(R")},
telle que
supp bo C {€ € R™ | €] <2}, supp by C {E € R" [ 2¢71 < ¢ <21 £ =1,2,3,..},

By = {b= {0} € §' (R") N Lo (R"), supp b C {€ € R/ || <2"} b =0,1,2,... }.

Proposition 2.1.1 [11] ou [8]
Soit b € B,,.

(i) Si ||2jsbj||Lp(zq) = A < o0, alors la série ) b; converge dans S’ (R"™) vers une fonction
j=0

fer;, etonallfl By, S cA, avec c est indépendant de b.

i) Si ||27°0; = A < 00, alors la série Y  b: converge dans S’ (R™) vers une fonction
51104(Lp) j

7=0
feB,, etonallfl

o s < CA, avec c est indépendant de b.
’ p,q

Proposition 2.1.2 [7] ou [8]
On suppose que b € Bj.

(i) Soit s > 0,, = nmax (0,117 — 1. - 1) - Si]|27°g]l gy = A < 00, alors la série ;)bj
JZ
converge dans S’ (R™) vers une fonction f € Fy . et on a || f| . < cA, avec ¢ est indépen-
’ p.q

dant de b.

(it) Soit s > 0, = nmax (O, % — 1) . Si ||2j5bj||zq(Lp) = A < 00, alors la série ;)bj converge
j>
s < CcA, avec c est indépendant de b.
p,q

dans S' (R") vers une fonction f € By, et on a ||f]

7q’

16



2.2. Multiplication du type F - F — F et B- B — B

2.2 Multiplication du type F'- F'— F et B-B— B

Nous estimons les normes suivantes ||7; (f, g)|

e €t i (f, 9)| B (i = 1,2, 3) pour utiliser

par la suite.

Lemme 2.2.1 [§/
Soit s < 0.

(i)

< CHfHFgQ, Vf e FEY,, et pourp=oco ona
p

sup |Qcf|
£=0,1,2.

sup |sz|“ < el Vf € L

¢=0,1,2.

(ii) 125 1Q A, < cIIf
(i) |12 1Qef 1], 1., < cI1f

Proposition 2.2.3 [§/

S
s, VfeF,,

S
By, VfeB,,

Soit s <0etl<p<oo. Onpose%:ﬁ—l—%, alors on a

(i) I (F.9)ll gy, <l

- Si'rs = oo, on remplace |lglzy _ par |lg]..

(ii) l1m (f. )1, < €Il f]

- Si'ry = oo, on remplace |lgll g, _ por [

Fe HQHFSﬂ ot ¢ est indépendant de f et g.

5s gllgo 0w c est indépendant de f et g.
Tl,q 7‘2,00

Preuve.

(1) Preuve de (i) en utilisant la proposition (2.1.1) et I'inégalité de Holder, on a

S c ||2stk—2f ' AkgHLp(éq) ’

Z Qr—af - Arg
k=2

Fpq
< cl|2¥Qu-af|l,, o 12911, ) -
(2) De la méme pour (ii), i.e.
D Qroaf - Axg < cf2"Quaf - Auglly )
k=2 Bs,
<

c ||2kSQk—2fHLrl(gq) ||Ak9||Lr2(€oo) '

17



2.2. Multiplication du type F - F — F et B- B — B

Proposition 2.2.4 /8]

Soit s <0 etl<p<oo. Onpose%:%—l—%, alors on a

(i) w3 (£. 9y, < €IS

- Si 1y = 00, on remplace Hg||F192’2 par ||g|| .,

Fg 9]l F, ot ¢ est indépendant de f et g.

(i) || (f, g)HBg’q <c Hf”Bgl,q HgHFT(.)Q’2 ot ¢ est indépendant de f et g.

- Siry = oo, on remplace lgl s par gl

Proposition 2.2.5 [§/
Soit 0 < p < 00,0<g<o0 telque%———i-—2 et;_q—l—i——
(i) Si on pose s; + sy > 0, = nmax (0, 5 1> et ¢ > p, alors

max
~1<j<1

<clfle

$1+s9
Fpaq

o, Malles,, s

Tl a1 7”2 a2

Z Qk—i—jf -Arg
k=0

ot ¢ est indépendant de f et g.
(11) Soit d = min (1, p,q), On pose é < qil + q% et s1+ s9 = 0, alors

max 1> Ay - Arg < cllfllgsro llolgs,,
k=0 BLL®
ot ¢ est indépendant de f et g.
Preuve.
k+1 A
(i) On observe que supp( S Quf - Akg) C {£ e R"/|¢] < 2%}, ce qui permet d’appliquer
(=k—1

la proposition (2.1.2), et de trouver

< c||2k(81+52)Ak+jf ’ A/ngLp(éc,)

Z Ak+jf -Agg
k=0

s1+s9
FI%(]

< |28 Apyf 2 A, p(lg)
< 2% Ak, () 1252209, )
donc .
max ;Akﬂf - Apg o <cllfllg, Ngllgs,,

avec ¢ est indépendant de f et g.

(ii) De la méme maniére on démontre la deuxiéme partie de la proposition (2.2.5) =

18



2.2. Multiplication du type F - F — F et B- B — B

Théoréme 2.2.1 [§]

Soit
51 <0< 59
S1+ 59 >0
1 1 1
—_ < R + PR
p p1 P2
1 1 1 (n )
= > —+—(——s
p p1nA\D2 N
1 1
S1+so>n|—+——1) etqg>q.
P1 D2
Alors
(Z) F5117Q1. F}f;qz - Fliz
(ZZ) B;i:(h. B;;flz - B;,lq'
Preuve.

(1) Nous allons estimer 7; (f,g), (i = 1,2,3) en norme de !
Estimation de 7 (f,g).
En appliquant la proposition (2.2.3), on obtient

1 1 1
Hﬂ-l (f’ g)’ FL < ||f‘ Frsll,q HgHFTOQ2 , avec 5 = 7‘_1 + 7”_2
On a aussi
0,2 1 _1(n _
5202 B’y ma<oo g _”(;’z 82)-&'
p2
L>®, 1y =o0.
Donc
I (F g, < ellf g, N9llegz,,,
Estimation de 75 (f, g) .
o0
Comme 75 (f,9) = > (Ap—1f + Apf +Dpaf) - Arg, o0 A_1f =0, et siona s +s, >0
k=0
et 51+52>n<p%+pi2_1),alors
1 1 1
12 (Fs D gerpee < el fllgr, MN9llpgz,, » on ST

19



2.2. Multiplication du type F - F — F et B- B — B

On observe que

s1+s2 S1
—
F7‘7m Fp7q :

_n _n n~ n no_
car(51+52 - > 51 p)<:><p2pl+<p2 32>+>.

Et s > 0, r < p, donc on a

s (0, S s (6,00 en < ey, ol
Im2 (f, 9)] - <cllfllg, lolles,, -
Estimation de 73 (f,9).
En appliquant la proposition (2.2.4), on trouve
111
73 (f, 9)] - <c||f] L, ||9||,510L2 , ou o + y

1 1 1 1 1({n
aiaaii(aa)
oy p p1 T2 p1 n \ p2
Les conditions +
1> 151 (1 _ 32>
p2 72 n o\ p2 +
donnent
<c .
HQHF?E’%Q < clgl F2 0

52 0 i L1 (n _ — 52
Car F2 ., — F. o = ( 52)+ , 79 < 00. Comme 79 = 00 alors F2 . — Ly, donc

s (f, 9)

<c|fl

1
°q

a1 {19l 7o
sz Fplq g Fr2,2’

(2) Pour la preuve de (ii) il suffit de prendre I'inégalité :

H’]‘(‘2 (f, g)’ Bi,lq+s2 S c Hf| st)iq ||g| B;g’oo )
les inclusions
B - By,
et
e e e E=i(Eow)
P2,q92
Looa g = 0.

n

20



2.2. Multiplication du type F - F — F et B- B — B

Théoréme 2.2.2 [8§/

Soient 0 < p,p1,P2,q,q1,q2 < 00,51 < 0 et s > 0. On suppose

1 1 1
P P P2
1 1
S1+s2 > n|—+—-—1
P1 D2
q > ¢
1 1 l(n >
J— — R J— __52
p pP1 N \D2 .

S1 . 52 S1
F Fe2 s FoL

p1,q1 p2,92

(m)st<p2 et g2 < ous=_-etq =<1 ous>_ ona

_n_
n )
L—s
py 2

S1 S92 S1
. CH
BPMH Bp27112 BP,Q'

Remarque 2.2.1

n

Soient s1, So, P, P1, P2, 4, q1, g2 comme dans le théoréeme (2.2.2). Si % = % (— — 52) alors
+

p2
S1 S92 T2 S1
. (SN
Fp17q1 (sz,qz nL ) FP,CI’
S1 52 T2 S1
. C_)
BPMIl ( BP27¢12 nL ) Bp’q :

Théoréme 2.2.3 [/

Soient 0 < py1,p2 < 00, 0 < g < 00 etpﬂl—n<s<pﬂl, alors
P1,q p1,q°

) <Fp§00ﬂLoo)(_>Fs

Preuve.

Soient f € F , et g € F2l oo N Loy, on estime Apiy (gf), (i =1,2,3) en norme de Ly, ({,).
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2.2. Multiplication du type F - F — F et B- B — B

Estimation de Ay (gf).

12 Ay 9D, )y = (ZW\AM (gf)|q> ,

=0

p1
1
oo - q q
< <Z 299\ Qr119 - Akf) ;
§=0
p1
1
00 q
< sup sup [Quagl ||| D27 A ) ||
z€R” kEN =0
p1
< ol 711 -
Estimation de Ay« (gf).
De la méme technique on obtient
ks
280 01, 0, < ol gy W1y,
Par I'inclusion
on a
ks
125 Ak (9], (1) < € ||9||F§m 1Al s, -
Estimation de Ay (gf) .
En utilisant la proposition (2.1.1), il vient
> Suay (o) <ellal g 1,
k=0 Ft,oop2 2
Ou
1 1 1 n n n
- =—+—¢ets+—>max |0, —+——n|.
t  p1 P2 D2 P P2

Par P’inclusion
Fs-‘rE N FS

t,00 p1,9’

on a

Z Ak(S) (gf)

k>0

<cligl s 171

Po,00 P1,9

s
FPlvq
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2.2. Multiplication du type F - F — F et B- B — B

Théoréme 2.2.4 /6]

Soient
t>0
1 1 n
nmax |0, ——1,—- -1 <s < —+1{,
p q p
O<p<pp<xetl<qg<oo,
alors
ﬂ+t s
Ffoo— M (Fp,q) .
Preuve.

: 24t
Soient g € Fy 0 €t f € F , on a

F9=) DNif-Qig+ > Avg-Qerf=U1+ U
§>0 k>1
On estime successivement Uy, Uy en norme de Flf’q.

Estimation de Uj;.

La proposition (2.1.1) donne

1U:]

D A Qyg

720

s =
Fp,q

S
FP:CI

Q=

o
< ¢ (Zﬁqmjf-@mq) ,
j=0
p
mais Q9] < [lgll < cllgll z+e . donc
P1,00
1
00 q
101llr, < ellgl g (2; 294 |Ajf|">
j:
p

D,Ol\lHUll

3 < elall e 1,

Estimation de Us.
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2.2. Multiplication du type F - F — F et B- B — B

De la méme fagon on a

1
q
[ellyy, < c (Z 274 | Aq - czj_lfw) ,
j=>1
p
1
n . n . a
< ¢ (Z 2(e=570)41 |, _, f17 2(5+0)i |Ajg|Q) ,
j=>1
p
1
Y n_ 4\ ? 1 1 1
< e|lsup2 Gl | D020 ) | avee — 4+ — = -
j=0 p || \G>1 pr P2 P
- p2
alors
IUalgg, < cllgl g 171,
car
n s—1 s—2 ¢
S___t<oet F;qr_>Fp2’qp %sz,qp
p bl
n
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Chapitre 3

La multiplication ponctuelle du type

F.B— F

Dans ce chapitre, nous étudions la multiplication ponctuelle dans les espaces de Besov et

dans les espaces Lizorkin-Triebel, en utilisant quelques définitions et quelques propositions.

3.1 Rappel

Définition 3.1.1 A toute fonction localement intégrable f sur R™, on associe sa fonction

maximale définie par

M (x) = iﬁ%’m / 1 @)l dy,

B(z,r)

ot B (x,r) est la boule ouverte de centre x et de rayon r.

Proposition 3.1.1 [10] Soient 1 < p < o0, alors il existe une constante ¢ = c¢(n,p) > 0

telle que pour tout g € L, on a

IMgll, < cligll, -

Proposition 3.1.2 [9/Soient0 < t,b < oo et f une fonction telle que supp]?C {EeR™: |€] <b}.

Alors pour tout x € R™, on a

sup M <c(M Kk (x))

1
t



3.1. Rappel

Définition 3.1.2 Soient f € S’ et a > 0. On définit les opérateurs mazximaux associés aux
Ay et Qp par :

*,a |Akf (l’ — y)| *,0 |Qkf (I — y)|
A f(z) = sup —————4 et “f(x) = sup ————.
T R T ) = R T )
Remarque 3.1.1 [11] ou [12] Soient la fonction de Fefferman-Stein qui définit par
*,a ’Akf (l‘ - y)|
A f) () = sup ———=a,
(&) () yerr 1+ (2F |yl)

_—_n__

(x eR"™ etk=0,1,2,..).
min(p.q)’ " @

(1) Pour tout a >

12585 F ey < IF Ly, -

(2) Pour tout a > 2, on a

HQkSAzjafHéq(Lp) 1S

Lemme 3.1.1

Bpq -
Soient 0 <p < oo eta > %. 1l existe une constante ¢ > 0 telle que

HQ?agHLp(goo) sc HQHF;){2 ) (3.1.1)
pour toute g €F£2

Preuve. La preuve du lemme précedent n’est pas compliqué. Il suffit de prendre t > 0

telle que 2 < ¢ < p, la proposition (3.1.2) donne l'existence d'une constante ¢, indépendante
de 7, telle que

Qg (2) < Q) g(x) < c((M]Qsq]') (x))* (Vz € R").
Alors
sup Qg (2)|| < |lsup@; g ()|
jEN Lp jEN Ly
< o <suer@jg<a:>|t) ,
jEN

Ly

- \R/ ((jngMmjg(x)V)i)pdx %

1

sup M |Q;g (z)|"
JEN

L

«s
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3.2. Multiplication du type F'- B — F

On applique la proposition (3.1.1), on obtient

1
t

sup M |Q;g (2)['|| < ca||sup |Q;gl*
jEN Lr jEN L
Alors
1
t
sup Qg ()| < clsup|Qgl||
jeN Lp JEN L%
— cswlQuall| =clglley. .
jEeN Ly »
< ¢ ||g||F£2 puisque (F}f’ql — Froosioq < C]z) )
[]

3.2 Multiplication du type F'- B — F

Théoréme 3.2.1 Soient 0 < p,p1,p2 < 00, 0 < q,q2 < 00, —00 < § < 00, et r > 0 telle

que
—7 + max (0, n + n_ n) < s < min (ﬁ,r> , (3.2.1)
D1 D2 D1
et
1 1 1 1 1
_:__|___Z’ _2_—£’ r<£, (3.2.2)
p D1 P2 n q2 b2 n b2
Alors

F3 - Bb e FB

P1,9 p2,q2

Preuve. Soient f € I et g€ By, . D’apres la décomposition de f - g, on obtient

f-9=Y A(f-9).
k=0
On calcule f - g en norme de F; et d’aprés le lemme (1.4.5) on trouve

s
Fpaq

1f - gl

<cll{2"Awe (F- D} e,

Z Ak(z‘) (f : 9)
k=0

s
FP-,‘Z
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3.2. Multiplication du type F'- B — F

On estime respectivement Ay (f - 9), Are) (f - 9) et Ags) (f - g) en norme de L, (é;)
(i) Estimation de Ay (f - g)

[Bay (F0) @] = |2k (Quarg - Baf) (@)

Y

= /2’”717 (2%y) (QngANkf) (z—y)dy|,
< ¢ [179 @) Qg (@ - ) [Baf o= )] do
o

Quiag (& =)l [Bef (=)

/ (W) @ G5 B ey + o o™

IN

< (@itio) (Bmr) [+ ™) 0+ Q)™ |77 (2)

R
< c(Qitg) (Brr).
Ou Q119 et AZW f sont définies comme dans la remarque (3.1.1)
Alors
{Ak(l) (f : g)‘ <c (Sup Q;’alg) <A]:,a2f> .
jeN
Donc
st ‘Ak(l) (f : g)} <c (Sup Q;’alg) <2k8£2’a2f> '
jeN
ce qui implique :

<Z (2" [ Ay (f - 9)|)q> E <c (sup Q;’alg) (Z <2k532’a2f> q) 5 :

jeN

keN keN
Alors
|2 Ay (f - )|, < e (suIN» @;"“g) |28y, - (3.2:3)
JE q
On prend la relation (3.2.3) en norme de L,, alors
||2ksAk(1) (f- 9>HLP(£q) <c (sup Q?alg) HQkSAZan ' (3.2.4)
jEN allL,

— L. alors % = pil + %, nous appliquons dans la

D’apres la relation (3.2.2), on pose % = piz -,

relation (3.2.4), on trouve

2 Ay (f - g)HLp(eq) sc

ap;ia| 25
jeN L,

Ly (L)
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3.2. Multiplication du type F'- B — F

Choisissons a; > 7 et ay > —7=— d’apres le lemme (3.1.1) et la remarque (3.1.1) on a

min(p1,q)
244ty (- D)y < Mol WL, - (325
Nous avons aussi % = piz == =0-Fetqg< %”_T = b, alors d’apres le lemme
(1.2.1)/(2), on a
By e = By ie glp, <lgllsy -

Alors la relation (3.2.5) devient

l2 Ak (£ 9l 0,y < cllallsg, 1711,

1.9

(ii) Estimation de Agp) (f - 9)

Soient o, 3, u et v telle que

max (0, 1o Z) < = < min <i, 1 f) : (3.2.6)

P n u Prpron
et
1 1 1
-—=—+4 - a:s—ﬁ+ﬁ, ﬁ:s—£+ﬁ. (3.2.7)
v P2 U p v b1 U
D’apres le lemme (1.4.4) on a

Ak (F-9) |, = HAk (Qk—i-lf'gkg)

< CHQk+lf'£kg

Y
v

Y
v

en appliquant 'inégalité de Holder, (% = p% + %) , alors

Ay (F-9) |, < c||Arg Qs fll
N k+1

= c||Arg ZAjf ,

p2 =0 "
. k+1

< c||Arg ) ZHAiju‘
2]‘:0

Donc

2K | Ay (f - 9) ||, < 2" || Ang

k+1
1Al (3.2.8)
p2 =0
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3.2. Multiplication du type F'- B — F

ce qui implique :

(Z (2% [| vy (7 - g>||v)p)p <e (Z (2’“’ B, 18t ”u> ) /

keN keN

alors
k+1

Rugl| DA,

Y

£p

k+1
(W > 272 HAiju)>
P2 j:O

H2kJAk(2) (f . g)”gp(Lv) S & 2k0

< cf|2M||Arg

£p

D’apres le lemme (1.4.3) (puis que s < ;- = b < O) on a

HQkUAk@) (f- g)HEP(Lv) <c (ri Ag , ) (Qjﬁ HAiju) (3.2.9)
2 Zp
On pose q% = % — pil, apres leur application dans la relation (3.2.9) , nous trouvons
12y 7 Ml < |2 B | 12 0l
p2 5(72 1
= . . 2.1
clglls; 1 lsg,, (3.2.10)
Alors nous avons aussi f = s — pﬂl +o = s pﬂl = B — =, alors d’aprés le lemme (1.2.1) on
a
Fs ,— B, (3.2.11)
avec qiz > p% — = q% > q%) = 2 < @2, alors d’apres la proposition (1.2.4),on a
B, = By (3.2.12)
et puis que
o>setv<p =05 (L,)— Ly (£). (3.2.13)

Alors la relation (3.2.10) devient

HQkJAk(Q) (f ’ g)”Lp(e:D) s¢ ||g||BIT72alI2 ||f| g
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3.2. Multiplication du type F'- B — F

(ili) Estimation de Ays) (f - g)
e Etudier le cas -~ + L <1
p1 p2
Soient o, 3, u et v telle que

1 1 11
max (0, — =T +3) << (3.2.14)
D1 n p1 n U D1

et la relation (3.2.7), comme p = max ((), n— n) = 0, puis que
n n o on n o n
——n= (——l——) —-n<—+—-n=<0,
v P2 u P2 N

alors d’aprés le lemme (1.4.4) on a

18w (- 9)[l, =

?

D A (Aif-Ag)
=k

(2

< Y A (Af-Brg) ],
j=k

IA

> 11A5f - Dl
j=Fk

en appliquant 'inégalité de Holder, (% ==+ l) , alors

1

p2 u

Ak (F-9) ||, < eD 1Al 12511, -
j=k

Donc

2 || Awgs) (f - 9) ||, < 2> [[Byg], 141,
i=k

ce qui implique

(Z (2 v (7 g>v>p)’l’ <c (Z (2’“ LR ||Ajf||u>p) ,

B =

keN keN j=k
alors
12780 (£ Dy = (127 22 1830l 1257
J=k 4
< ¢ 2k(ﬁ+?‘)22—j(5+7’)2j(5+7’) ||ngHp2 HAJfHu
j=k

£p

31



3.2. Multiplication du type F'- B — F

D’apres le lemme (1.4.3) ((B+17)>0) on a

125 A (f - 9)||e,,<Lv e |l9iB+m) szgupz (3.2.15)
On pose é = ]1) — L la relation (3.2.15) devient la suivante
”2 Ak(3) f-g H@,(Lv 2 ||A]9H ~ HQjB ”AijuHépl
‘12
(3.2.16)

—lglls, 115, -

Nous avons aussi les relation (3.2.11), (3.2.12) et (3.2.13) . Donc la relation (3.2.16) , devient

12 Aucey (- )0,y < Mol Ny

e Etudier le cas - + L > 1
p1 p2

Soient o, u et v telle que

max (0,1—i,i—f> <1l (3.2.17)
b2 p1 N u - p1
et
1 1 1
-=—4- o=5——+—
voopr p v
On a
1A (F-a) [, = ][22 A (A5 - Bag)||
j=k v
< D lAe(Bie- 250,
j=k
D’apres le lemme (1.4.4) on a
12k (F -9 ], < CZQ 1259 - Asfl,

avec p = —n = -+ —n, donc

2 A (-0, < 2 320G [ F g A

7=k
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3.2. Multiplication du type F'- B — F

D’apres l'inégalité de Holder, (%} = piz + %) ,on a

2 || Ay (F-9) [, < 23 20 PG E g A,

i=k

*© . n n n n
< i) S G ) m)
j=k

< G G)) S Garin) Gt i) B g | a7,
2 u
j=k
< C2k<57%—%+r+n)Z2j(%+%fn)2j<87ﬁ7%+r)2*j<8*ﬁ7%+ﬁ HngHp (A A
2 u
j=k

< CQkMZQ*jN.Qj(TJrQ) HZJQHPQ HA]fHu
=k

n o _

l1po=g— 1 n — —
oup=s p1+uet,u—s+r o

(Z (2% [ A (f - g)Hv)p> = (Z (WZQW 2Rl HAiju> )p'

keN keN j=k

p% +n > 0, ce qui implique

D’apres le lemme (1.4.3) (1> 0) on a

12 80y (F- ), 0 <[22 | B0l 10,11, (3.2.18)

0

On pose é == — pil, par 'application dans la relation (3.2.18), on trouve

12" Agea) (f - g)Hep(Lv) <c |2 HAij“mm ’

=clglls;  Mfllse,, - (3.2.19)

no_
p1

1
p

2" |29,

|

Nous avons aussi o = s — 2= + 1 = s — o — =, alors d’aprés le lemme (1.2.1) on a

F? — B? |

pP1,9 u7p1

puisque o > s et v < p, alors on a
07 (L") — LP (€3) .
Donc la relation (3.2.19) devient

H2ksAk(3) (f- g)”Lp(gq) <c HgHB;;Q’q2 Hf”F;hq .
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Conclusion

L’objectif de ce travail est d’étudier la multiplication ponctuelle dans les espaces de Besov et
dans les espaces de Triebel-Lizorkin, on a présénter les conditions nécessaires et suffissantes

sur les parametres (s, so, s1) , (P, Po, P1), (¢, G0, ¢1) pour que les trois inclusions
r-F—sF 6 B-B—B e F -B —F°

p1,9 p2,q2 Pq-

soit vérifiées.
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