
Notations

• Tous les espaces dans ce mémoire sont définis sur Rn.

• Pour α ∈ Nn, |α| = α1 + α2 + ...+ αn.

La dérivée partielle ∂|α|f
∂α1x1...∂αnxn

est notée ∂αf, si f une fonction de deux variable (x, y)

on note ∂αx f et ∂
α
y f ou D

αf.

• Si f : Rn → C est une fonction, alors le support de f est suppf = {x ∈ Rn : f(x) 6= 0}.

• f ∗ g =
∫
Rn
f(x− y)g(y)dy est le produit du convolution des fonctions f et g.

• Soient A1 et A2 deux espaces, on dit que A1 ↪→ A2 s’il existe c > 0, telle que:

‖·‖A2 ≤ c ‖·‖A1 .

• L1loc (Rn) est l’espace des fonctions mesurables, intégrables sur tout compact de Rn.

• Pour f ∈ L1 (Rn) sa transformée de Fourier est

Ff (ξ) = f̂ (ξ) =

∫
Rn

exp(−ixξ)f (x) dx,

et sa transformée de Fourier inverse est

F−1f (x) =
∨
f (x) = (2π)−n

∫
Rn

exp(−ixξ)f (ξ) dξ.

• x · ξ =
n∑
i=1

xiξi est le produit scalaire usuel sur Rn.

• q′ est l’exposant conjugué de q
1

q
+

1

q′
= 1.
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• Soit a ∈ R, a+ = max (a, 0) .

• E ′ est l’espace dual de E.

• Lp est l’espace des fonctions mesurables f telle que

‖f‖Lp =

∫
Rn

|f(x)|p dx

 1
p

<∞.

• `p est l’espace des suites (xn)n telles que

‖xn‖`p =

( ∞∑
n=0

|xn|q
) 1

q

<∞.

• si x ∈ R, [x] est sa partie entière.

• Pour m ∈ N, Cm
b (Rn) est l’espace des fonctions de classe Cm (Rn) dont toutes les

dérivées sont bornées et

‖f‖Cmb =
∑
|α|≤m

‖∂αf‖∞ .

• Pour s ∈ R+\N, Cs (Rn) est l’espace de Hölder des fonction f ∈ C [s] (Rn) telle que:

‖f‖Cs(Rn) := ‖f‖
C
[s]
b (Rn) +

∑
|α|=[s]

sup
x 6=y

|∂αf (x)− ∂αf (y)|
|x− y|s−[s]

< +∞.

• Soient 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, alors `q (Lp) est l’espace des suites {fk}k ⊂ S ′ (Rn)

telle que

‖{fk}k‖`q(Lp) =

( ∞∑
k=0

‖fk (x)‖qp

) 1
q

<∞.

et Lp (`q) est l’espace des suites {fk}k ⊂ S ′ (Rn) telle que

‖{fk}k‖Lp(`q) =

∥∥∥∥∥∥
( ∞∑
k=0

|fk (x)|q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

<∞.

• D (Rn) = C∞0 (Rn) est l’espace des fonctions C∞ (Rn) à support compact.

• D′ (Rn) est le dual de D (Rn) , appelé espace des distributions sur Rn.
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• S (Rn) est l’espace des fonctions C∞ (Rn) à décroissances rapides.

• S ′ (Rn) est l’espace des distributions tempérées.

• Hs
p est l’espace de Bessel telle que:

‖f‖Hs
p

=
∥∥∥F−1 (1 + |ξ|2

)s/2
f̂ (ξ) (x)

∥∥∥
p

(s ∈ R, f ∈ S ′ (Rn) , 1 < p <∞) .

• Wm
p (Rn) est l’espace de Sobolev telle que:

Wm
p = {f ∈ S ′ (Rn) : ∂αf ∈ Lp, |α| ≤ m} (m ∈ N, 1 < p <∞) .

• Espace F : espace de Lizorkin-Trieblel .

• Espace B : espace de Besov .

• f · g au lieu f(x) · g(x).
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Introduction

Depuis longtemps les espaces de Sobolev Hs
p ,W

m
p , ... ont fait l’objet de plusieurs travaux

de recherche. Les espaces de Lizorkin-Triebel F s
p,q (Rn) sont des espaces qui contiennent

les Sobolev, puisqu’on dispose de l’égalité Wm
p = F s

m,2. Ils contiennent aussi les espaces

Potentiel de Bessel Hs
p , puisque la aussi on a H

s
p = F s

p,2.

Certaines théories ont été étudiées dans les F s
p,q (Rn) comme par exemple, la résolution

de certaines équations aux dérivées partielles avec des données dans F s
p,q (Rn) , la continuité

de certaines opérateurs pseudo-différentiels sur F s
p,q (Rn) , ... etc.

Dans ce mémoire, nous allons étudier la multiplication ponctuelle dans les espace de

Besov et les espaces de Lizokin-Triebel,on a déterminer les conditions nécessaires et suff-

isantes sur les paramètres (s, s0, s1) , (p, p0, p1), (q, q0, q1) pour que l’inclusion du type

As0,q0p0
· As1,q1p1

↪→ As,qp avec As,qp ≡ Bs,q
p ou As,qp ≡ F s,q

p

soit vérifiées. Cela fait suite au travail de D.Drihem et M.Moussai.

Notre activité est organisée en trois chapitres:

• Dans le premier chapitre, on rappelle quelques concepts et outils de base, en util-
isant: Série de Littlewood-Paley , espace de Besov et de Lizokin-Triebel , quelques

propositions et lemmes.

• Le deuxième chapitre est basé sur l’étude de la multiplication ponctuelle du type
B · B ↪→ B F · F ↪→ F et dans l’espace de Besov et l’espace de Lizokin-Triebel pour

r < n
p2
.

• Dans le dernier chapitre on a étudier la multiplication ponctuelle du type F ·B ↪→ F

dans l’espace de Besov et l’espace de Lizokin-Triebel pour r < n
p2
et que vous avez

1



Introduction

besoin de concepts de base de chapitres précédents et aussi des définitions et des

inégalités maximales.
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Chapitre 1

Quelques résultats préliminaires

Dans ce chapitre, on va rappeler les notions essentielles qu’on va utiliser par la suite à savoir

particulier les espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel, quelque propriétés principales et

quelques exemples des fonctions dans les espaces de Besov.

1.1 Série de Littlewood-Paley

1.1.1 la décomposition de Littlewood-Paley

Soit γ ∈ S (Rn) telle que:

1. suppγ ⊂ {ξ ∈ Rn : 2−1 ≤| ξ |≤ 2},

2. γ (ξ) > 0 pour 2−1 <| ξ |< 2 ,

3.
∑
k∈Z

γ
(
2−kξ

)
= 1, ∀ξ ∈ Rn\ {0}.

On pose ϕ (ξ) = 1−
+∞∑
k=1

γ
(
2−kξ

)
, on obtient une fonction ϕ ∈ C∞ (Rn), telle que:

supp ϕ ⊂ {ξ ∈ Rn : | ξ |≤ 2} et 0 ≤ ϕ ≤ 1.

Alors, ∀ξ ∈ Rn, on a
ϕ (ξ) +

+∞∑
k=1

γ
(
2−kξ

)
= 1, (1.1.1)

La relation (1.1.1) est appelé la partition de l’unité.
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1.1. Série de Littlewood-Paley

A cette décomposition on associe une suite d’opérateurs de convolutions

Qj : S
′
(Rn)→ C∞ (Rn) ,

et

∆k : S
′
(Rn)→ C∞ (Rn) .

telle que

(Qjf) (x) =
(
F−1

(
ϕ
(
2−j.

))
∗ f
)

(x) , 1.1.2

= 2jn
∫
Rn

F−1ϕ
(
2j (x− y)

)
f (y) dy, (j = 1, 2, ...) ,

et

(∆kf) (x) =
(
F−1

(
γ
(
2−k.

))
∗ f
)

(x) , (1.1.3)

= 2kn
∫
Rn

F−1γ
(
2k (x− y)

)
f (y) dy, (k = 0, 1, ...) .

Avec la notation ∆0 = Q0 alors

Q̂jf (ξ) = ϕ
(
2−j.

)
f̂ (ξ) (pour j ≥ 1) et ∆̂kf (ξ) = γ

(
2−k.

)
f̂ (ξ) (pour k ≥ 0) .

Ecrivons la relation (1.1.1) au point 2−jξ, alors

ϕ
(
2−jξ

)
+

∞∑
k=j+1

γ
(
2−kξ

)
= 1.

En multipliant par f̂ , on obtient

ϕ
(
2−jξ

)
f̂ +

∞∑
k=j+1

γ
(
2−kξ

)
f̂ = f̂ . (1.1.4)

En appliquant l’application F−1 sur (1.1.4), on obtient

Qjf +
∞∑

k=j+1

∆kf = f, (∀j ∈ N) . (1.1.5)

Pour j = 0, on trouve

ϕ (ξ) f̂ +
∞∑
k=1

γ
(
2−kξ

)
f̂ = f̂ ,

i.e.

Q0f +
∞∑
k=1

∆kf = f, (1.1.6)
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1.1. Série de Littlewood-Paley

alors

f =
∞∑
k=0

∆kf. (1.1.7)

On remplaçant f dans (1.1.5), on obtient

Qjf +
∞∑

k=j+1

∆kf =
j∑

k=0

∆kf +
∞∑

k=j+1

∆kf.

Donc

Qjf =
j∑

k=0

∆kf.

La relation (1.1.7) est la décomposition de f du type de Littlewood-Paley.

1.1.2 Décomposition du produit f.g

Soient f et g deux fonctions dans S
′
(Rn). On définit le produit f.g par:

f.g = lim
j→∞

(Qjf) . (Qjg) ,

lorsque la limite existe dans S
′
(Rn) . Le support de ∆`f · ∆kg est non vide dans le cas

`− 1 ≤ k ≤ `+ 1, donc

f.g =
∞∑
`=1

∆`g ·
(
`−2∑
k=0

+
`+1∑

k=`−1

+
∞∑

k=`+2

)
∆kf,

=
∞∑
k=2

k−2∑
`=0

∆`f ·∆kg +
∞∑
k=0

k+1∑
`=k−1

∆`f ·∆kg +
∞∑
`=2

`−2∑
k=0

∆`f ·∆kg,

= π1 (f, g) + π2 (f, g) + π3 (f, g) .

Où

supp F (Qk−2f ·∆kg) ⊂ {ξ ∈ Rn/2k−3 ≤ |ξ| ≤ 2k+1}, k = 2, 3, ...

supp F
( ∞∑
k=0

k+1∑
`=k−1

∆`f ·∆kg

)
⊂ {ξ ∈ Rn/ |ξ| ≤ 5.2k}, k = 2, 3, ...

On a aussi

f.g =

∞∑
k=0

∆k (f.g) ,

=

∞∑
k=0

∆k

( ∞∑
j=0

∆jf
∞∑
`=0

∆`g

)
,

=

∞∑
k=0

∞∑
j=0

∞∑
`=0

∆k (∆jf.∆`g) .
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1.2. Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

Calculons maintenant F (∆k (∆jf.∆`g))

F (∆k (∆jf.∆`g)) (ξ) = γ
(
2−kξ

)
[F (∆jf.∆`g)] (ξ) ,

= γ
(
2−kξ

)
(F (∆jf) ∗ F (∆`g)) (ξ) ,

= γ
(
2−kξ

) ∫
Rn

F (∆jf) (ξ − η)F (∆`g) (η) dη,

=

∫
Rn

γ
(
2−kξ

)
γ
(
2−j (ξ − η)

)
γ
(
2−lη

)
F (f) (ξ − η)F (g) (η) dη.

Donc, il ya trois cas où le support de F (∆k (∆jf.∆`g)) n’est pas vide:

` ≤ k + 1 et k − 2 ≤ j ≤ k + 4,

j ≤ k + 1 et k − 2 ≤ ` ≤ k + 4,

`, j ≥ k et | `− k |< 1.

Alors

∆k (f.g) =
∞∑

j,`=0

∆k (∆jf.∆`g) =
(
∆k(1) + ∆k(2) + ∆k(3)

)
(f.g) , (1.1.8)

avec

∆k(1) (f.g) = ∆k

(
∆̃kf.Qk+1g

)
,

∆k(2) (f.g) = ∆k

(
Qk+1f.∆̃kg

)
, (1.1.9)

∆k(3) (f.g) =
∞∑
j=k

∆k

(
∆jf.∆jg

)
,

telle que

∆̃k =
k+4∑
j=k−2

∆j et ∆k =
k+1∑
j=k−1

∆j.

1.2 Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

1.2.1 Espace de Besov

Définition 1.2.1 (L’espace `sq (Lp)) Soient s ∈ R et 0 < p, q ≤ ∞, {fj}j∈N ⊂ S
′
et

suppf̂j ⊂ {ξ ∈ Rn :| ξ |< c2j} , alors

∥∥∥{fj}j∈N∥∥∥
`sq(Lp)

=
∥∥∥{2jsfj

}
j∈N

∥∥∥
`sq(Lp)

=

(
∞∑
j=0

(
2js ‖fj‖p

)q) 1
q

<∞. (1.2.1)
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1.2. Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

Définition 1.2.2 Soient s ∈ R et 0 < p, q ≤ ∞. L’espace de Besov noté Bs
p,q (Rn) est

l’ensemble de f ∈ S ′
(Rn) telle que

(
2js ‖∆jf‖p

)
j∈N
∈ `q

‖f‖Bsp,q =


(∑
j≥0

(
2js ‖∆jf‖p

)q) 1
q

si q 6=∞

supj≥0

(
2js ‖∆jf‖p

)
si q =∞

Proposition 1.2.1 [8] Soient s ∈ R et 0 < p, q ≤ ∞ telle que:

1. Bs
p,q (Rn) est un espace quasi-Banach (Banach si min (p, q) ≥ 1) .

2. Bs
∞,∞ (Rn) = Cs (Rn) si s ∈ R+\N, (Cs est l’espace de Hölder) .

Proposition 1.2.2 [8] Soient s0, s1, s ∈ R, 0 < p0, p, p1, q0, q1, q ≤ ∞ alors :

1. Bs0
p,q0

↪→ Bs1
p,q1

si s0 > s1.

2. Bs
p,q0

↪→ Bs
p,q1

si q0 ≤ q1.

3. Bs0
p0,q0

↪→ Bs1
p1,q1

si s0 − n
p0

= s1 − n
p1
et 0 < p0 < p1 ≤ ∞.

1.2.2 Espace de Lizorkin-Triebel

Définition 1.2.3 (L’espace Lp
(
`sq
)
) Soient s ∈ R, 0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞, {fj}j∈N ⊂ S

′

et supp f̂j ⊂ {ξ ∈ Rn :| ξ |< c2j} , alors

∥∥∥{fj}j∈N∥∥∥
Lp(`sq)

=
∥∥∥{2jsfj

}
j∈N

∥∥∥
Lp(`q)

=

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
j=0

(
2js |fj|

)q) 1
q

∥∥∥∥∥∥
p

<∞. (1.2.2)

Définition 1.2.4 Soient s ∈ R, 0 < p <∞ et 0 < q ≤ ∞, Espace de Lizorkin-Triebel noté
F s
p,q (Rn) est l’ensemble de f ∈ S ′

(Rn) telle que:

‖f‖F sp,q =


∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥0

(2js |∆jf |)q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

si q 6=∞.

∥∥supj≥0 2js |∆jf |
∥∥
p

si q =∞.

Proposition 1.2.3 [7] Soient s ∈ R et 0 < q ≤ ∞, telle que:
1. F s

p,q (Rn) est un espace quasi Banach (espace de Banach si min (p, q) ≥ 1) .

2. F 0p,2 (Rn) = Lp (Rn) si 1 < p <∞ .

3. Fm
p,2 (Rn) = Wm

p (Rn) si 1 < p <∞,m ∈ N∗.

7



1.2. Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

4. F s
p,2 (Rn) = Hs

p (Rn) si 1 < p <∞.
5. F s

p,p (Rn) = Bs
p,p (Rn) si 1 ≤ p <∞.

Proposition 1.2.4 [8] Soient s0, s1, s ∈ R et 0 < q0, q1, q ≤ ∞, 0 < p0, p, p1 <∞ telle que:

1. F s0
p,q0

↪→ F s1
p,q1

si s0 > s1.

2. F s
p,q0

↪→ F s
p,q1

si q0 ≤ q1.

3. F s0
p0,q0

↪→ F s1
p1,q1

si s0 − n
p0

= s1 − n
p1
et 0 < p0 < p1 <∞.

1.2.3 Exemples des fonctions dans l’espace de Besov

Exemple 1.2.1 f(x) = vp 1
x

(
la valeur principale de 1

x

)
.

On a

Ff (ξ) = −iπsgnξ, (1.2.3)

supp
∧

∆jf ⊂ {ξ ∈ R/ |ξ| ≤ 2j+1}.

d’après l’inégalité de Berstein on obtient

‖∆jf‖p ≤ c12
j( 12−

1
p) ‖∆jf‖2 , (p ≥ 2) (1.2.4)

D’autre part on a

‖∆jf‖2 = (2π)−
1
2

∥∥∥∥ ∧
∆jf

∥∥∥∥
2

(plancherel)

= (2π)−
1
2

∥∥∥∥ϕ (2−j·) ∧f∥∥∥∥
2

,

=
1

2
(2π)−

1
2

∥∥ϕ (2−j·)∥∥
2
,

=
1

2
√

2π
2
j
2 ‖ϕ‖2 ,

= c22
j
2 .

car ϕ ∈ D (R) .

En remplaçant dans (1.2.4) , on obtient

‖∆jf‖p ≤ c2j(1−
1
p), c = c1c2 constante

8



1.2. Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

d’où

2sj ‖∆jf‖p ≤ c2
j
(
s+ 1

p′

)
.

La série
∑
j≥0

2
j
(
s+ 1

p′

)
, 1 ≤ q ≤ +∞ converge si s < − 1

p′ , ce qui donne vp
1
x
∈ Bs

p,q (R) dans

les deux cas suivants:

1. s = − 1
p′ , 1 ≤ p ≤ +∞, q = +∞ et ‖f‖

B
1
p
p,+∞

≤ sup
j≥0

2
− 1
p′ j ‖∆jf‖p .

2. s < − 1
p′ , 1 ≤ p ≤ +∞, q = +∞ et ‖f‖Bsp,∞ < +∞.

Preuve. de (1.2.3) .

Soient g ∈ S ′ (R) , ϕ ∈ S (R) , on a

F (xg) (ξ) = i
d

dξ
Fg (ξ)

et

〈x
∧
f, ϕ〉 = 〈f, x∧ϕ〉,

= lim
ε→0

∫
|x|≥ε

exp (ix · 0)
∧
ϕ (x) dx,

= 2πF−1∧ϕ (0) ,

= 2πϕ (0) ,

= 2π〈δ, ϕ〉.

D’où

F (xf) (ξ) = i
d

dξ
Ff (ξ) = 2πδ (δ mesure de Dirac) ,

ce qui donne

Ff (ξ) = −2iπH (ξ) + a, a constante.

où H est la fonction de Heaviside puisque δ = H ′ en effet

〈H ′, ϕ〉 = −〈H,ϕ′〉 = −
+∞∫
0

ϕ′ (x) dx = ϕ (0) , ϕ ∈ D (R) .

f est impaire donc
∧
f est impaire (Ff (ξ) = −Ff (−ξ) , ξ ∈ R) ,

d’où

a = iπ (H (ξ) +H (−ξ)) = iπ, avec H (ξ) =

 1 si ξ ≥ 0

0 si ξ < 0

9



1.2. Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

donc

Ff (ξ) = −2iπH (ξ) + iπ =

 −iπ si ξ ≥ 0

iπ si ξ < 0
= −iπsgnξ.

Exemple 1.2.2 f = δ (mesure de Dirac)

Soit ϕ ∈ S (Rn) on a

〈
∧
δ, ϕ〉 = 〈δ, ∧ϕ〉 =

∧
ϕ (0) =

∫
Rn

ϕ (x) dx = 〈1, ϕ〉,

d’où
∧

∆jδ = ϕ
(
2−j·

)
.

Comme dans l’exemple (1.2.1), on obtient 2sj ‖∆jδ‖p ≤ c2
j
(
s+ n

p′

)
.

La série
∑
j≥0

2
j
(
s+ n

p′

)
q
, converge si s < − n

p′ , 1 ≤ q ≤ +∞ ce qui donne δ ∈ Bs
p,q (Rn) dans les

cas suivants:

1. s = − n
p′ , 1 ≤ p ≤ +∞, q = +∞.

2. s < − n
p′ , 1 ≤ p, q ≤ +∞.

1.2.4 La multiplication dans une algèbre

Définition 1.2.5 On dit qu’un espace vectoriel E est une algèbre s’il existe une constante

c > 0, telle que

‖f.g‖E ≤ C ‖f‖
E
. ‖g‖

E
,∀ (f, g) ∈ E × E.

Théorème 1.2.1 [7] Soient s ∈ R et 0 < q ≤ ∞
1. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes telle que 0 < p ≤ ∞
(i) Bs

p,q est une algèbre,

(ii) Bs
p,q ↪→ L∞,

(iii) s > n
p
ou s = n

p
et 0 < q ≤ 1.

2. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes telle que 0 < p <∞
(i) F s

p,q est une algèbre,

(ii) F s
p,q ↪→ L∞,

(iii) s > n
p
ou s = n

p
et 0 < q ≤ 1.

10



1.3. L’interpolation

Remarque 1.2.1 [7] Dans le cas s = 0, on a

1. F 0p,q.F
0
p,q * F 0p,q.

2. B0
p,q.B

0
p,q * B0

p,q.

Lemme 1.2.1 [8]

1. Soient s ∈ R, 0 < p <∞ et 0 < q ≤ ∞ alors

Bs
p,q0

↪→ F s
p,q ↪→ Bs

p,q1
si q0 ≤ min (p, q) , q1 ≥ max (p, q) .

2. Soient 0 < p0 < p < p1 ≤ ∞, et s0 − n
p0

= s− n
p

= s1 − n
p1
alors

Bs0
p0,q0

↪→ F s
p,q ↪→ Bs1

p1,q1
si 0 < q0 ≤ p ≤ q1 ≤ ∞.

3. Soient 0 < p < p1 ≤ ∞ et s− n
p

= s1 − n
p1
alors

F s
p,q ↪→ Bs1

p1,q
.

Lemme 1.2.2

Soit 0 < p < 1 et s > n
p
− n.

(i) Il existe une constante c > 0, telle que

‖f‖Lp ≤ c ‖f‖F sp,q , ∀f ∈ F s
p,q.

(ii) Il existe une constante c > 0, telle que

‖f‖Lp ≤ c ‖f‖Bsp,q , ∀f ∈ Bs
p,q.

1.3 L’interpolation

1.3.1 L’interpolation dans Lp (Rn)

Théorème 1.3.2 (Riesz-Thorin)

Soient θ ∈]0, 1[ et p0, p1 ∈ [1,+∞] telle que p0 6= p1 et 1p = 1−θ
p0

+ θ
p1
.
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1.3. L’interpolation

Alors, on a

[Lp0 (Rn) , Lp1 (Rn)]θ = Lp (Rn) .

1.3.2 L’interpolation dans Bsp,q et F
s
p,q

Proposition 1.3.5 Soit T un opérateur linéaire de H dans lui même telle que

‖Tf‖A0 ≤ c0 ‖f‖A0 , ∀f ∈ A0,

‖Tf‖A1 ≤ c1 ‖f‖A1 , ∀f ∈ A1.

Alors T envoie (A0, A1)θ,q dans lui même avec

‖Tf‖(A0,A1)θ,q ≤ c ‖f‖(A0,A1)θ,q ,

où

c ≤ c1−θ0 cθ1, 0 < θ < 1 et 0 < q ≤ +∞.

1.3.3 L’interpolation réelle

Les théorèmes suivants sont tous démontré dans le livre de Triebel [7].

Théorème 1.3.3 Soient q0, q1, q ∈]0,+∞], 0 < θ < 1 et s0, s1 ∈ R telle que s0 6= s1 et

s = (1− θ)s0 + θs1.

(i) Si 0 < p ≤ +∞, alors (
Bs0
p,q0

(Rn) , Bs1
p,q1

(Rn)
)
θ,q

= Bs
p,q (Rn) .

(ii) Si 0 < p < +∞, alors (
F s0
p,q0

(Rn) , F s1
p,q1

(Rn)
)
θ,q

= F s
p,q (Rn) .

Théorème 1.3.4 Soient p0, p1 ∈]0,+∞[, 0 < θ < 1 et s0, s1 ∈ R et s0 6= s1 et s =

(1− θ)s0 + θs1,
1
p

= 1−θ
p0

+ θ
p1
.

Alors (
Bs0
p0,p0

(Rn) , Bs1
p1,p1

(Rn)
)
θ,p

= Bs
p,p (Rn) .
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1.4. Inégalité principale

1.4 Inégalité principale

Théorème 1.4.5 (Inégalité de Hölder)

Soient f ∈ Lp (Rn) et g ∈ Lq (Rn) avec 1 ≤ p, q ≤ ∞, alors f.g ∈ Lr et

‖f.g‖r ≤ ‖f‖p . ‖g‖q ,
(

1

p
+

1

q
=

1

r

)
.

Théorème 1.4.6 (Inégalité de Minkowski)

Pour tout 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, et X un élément dans `p (`q) , alors

‖X‖`q(`p) ≤ ‖X‖`p(`q) .

Théorème 1.4.7 (Inégalité de Young)

Soient 1 ≤ p, q, r ≤ +∞ telle que 1+ 1
r

= 1
p
+ 1

q
. Alors pour toute f ∈ Lp (Rn) et g ∈ Lq (Rn) ,

on a f ∗ g ∈ Lr (Rn) et

‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

Théorème 1.4.8 (Inégalité de Bernstein)

Soient 0 ≤ p ≤ q ≤ ∞ et α ∈ Nn. Il existe c = c (α, p, q, n) > 0, telle que pour toute

f ∈ Lp (Rn) , avec supp
∧
f ⊂ {ξ ∈ Rn/ |ξ| < R}, on a

∥∥f (α)∥∥
q
≤ cR|α|+n(

1
p
− 1
q ) ‖f‖p .

Lemme 1.4.3 Soient 0 < b < 1 et 0 < q ≤ ∞. Pour toute suite réelle à termes positifs

{εj}j∈N dans `q (N) , les suites

{
k∑
j=0

bk−jεj

}
k∈N

et

{
∞∑
j=k

bj−kεj

}
k∈N

appartiennent à `q (N) .

De plus, il existe une constante c = c (a, q) > 0 telle que∥∥∥∥∥∥
{

k∑
j=0

bk−jεj

}
k∈N

∥∥∥∥∥∥
`q

+

∥∥∥∥∥∥
{ ∞∑
j=k

bj−kεj

}
k∈N

∥∥∥∥∥∥
`q

≤ c
∥∥{εk}k∈N∥∥`q . (1.3.1)

La valeur existe de c est:
(
1
1−b
)
.

Lemme 1.4.4 Soient 0 < p ≤ ∞, y > 0. Pour toute suite {fj}j∈N ⊂ S ′ (Rn) ∩ Lp, telle
que

suppf̂j ⊂
{
ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ y2j

}
,
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1.4. Inégalité principale

alors

‖∆kfj‖p ≤ c2(j−k)% ‖fj‖p . (1.3.2)

Avec k ≤ j <∞ et % = max
(

0, n
p
− n

)
, avec c dépend de n, p et y.

Lemme 1.4.5 Soient 0 < p < 1 et y > 0, pour toute suite {fj} ⊂ Lp, telle que

supp f̂j ⊂
{
ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ y2j

}
,

alors ∥∥∥∥∥
∞∑
j=0

fj

∥∥∥∥∥
B%p,∞

≤ c
∥∥∥{2j%fj

}
j∈N

∥∥∥
Lp(`∞)

. (1.3.3)

Avec % = n
p
− n, avec c dépend de n, p et y.
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Chapitre 2

La multiplication ponctuelle du type

A · A ↪→ A avec A ≡ B ou A ≡ F

Dans ce chapitre, nous étudions les inclusions du type B ×B ↪→ B ou F × F ↪→ F , et on a

donner quelques définitions et quelques propositions.

2.1 Rappel

Définition 2.1.1 Soient A0, A1 et A2 trois espaces de Banach, on dit que A0 · A1 ↪→ A2

si pour toute fonction f appartient à A0 et g appartient à A1, on a f · g appartient à A2, de
plus il existe c > 0 telle que

‖f · g‖A2 ≤ c ‖f‖A0 ‖g‖A1 .

Définition 2.1.2 Soit E un espace de Banach de distribution(E.B.D′) contenant D (Rn)

comme sous espace dense, on dit que U ∈ D′ (Rn) est un multiplicateur de E (i.e U ∈M (E)) ,

s’il existe une constante c > 0, telle que toute φ ∈ C∞ ∩ E, on a Uφ ∈ E et

‖Uφ‖E ≤ c ‖φ‖E .

On munit M (E) par la norme

‖U‖M(E) = sup {‖Uφ‖E ; ‖φ‖E = 1, pour tout φ ∈ C∞ ∩ E} ,

15



2.1. Rappel

et on a

M
(
Asp,q

)
=
{
f ∈ S ′ (Rn) , fg ∈ Asp,q,∀g ∈ Asp,q

}
,

telle que Asp,q ≡ Bs
p,q ou A

s
p,q ≡ F s

p,q.

Notation 2.1.1

Soit Bp: l’ensemble des fonctions analytiques

Bp = {b; b = {bk}∞k=0 , bk ∈ S ′ (Rn) ∩ Lp (Rn)} ,

telle que

supp b̂0 ⊂ {ξ ∈ Rn | |ξ| ≤ 2} , supp b̂k ⊂
{
ξ ∈ Rn | 2k−1 ≤ |ξ| ≤ 2k+1, k = 1, 2, 3, ...

}
,

B∗p =
{
b = {bk}∞k=0 ⊂ S ′ (Rn) ∩ L∞ (Rn) , supp b̂k ⊂

{
ξ ∈ Rn/ |ξ| ≤ 2k

}
, k = 0, 1, 2, ...

}
.

Proposition 2.1.1 [11] ou [8]

Soit b ∈ Bp.

(i) Si ‖2jsbj‖Lp(`q) = A < ∞, alors la série
∞∑
j=0

bj converge dans S ′ (Rn) vers une fonction

f ∈ F s
p,q, et on a ‖f‖F sp,q ≤ cA, avec c est indépendant de b.

(ii) Si ‖2jsbj‖`q(Lp) = A < ∞, alors la série
∞∑
j=0

bj converge dans S ′ (Rn) vers une fonction

f ∈ Bs
p,q, et on a ‖f‖Bsp,q ≤ cA, avec c est indépendant de b.

Proposition 2.1.2 [7] ou [8]

On suppose que b ∈ B∗p .
(i) Soit s > σp,q = nmax

(
0, 1

p
− 1, 1

q
− 1
)
. Si ‖2jsbj‖Lp(`q) = A < ∞, alors la série

∑
j≥0

bj

converge dans S ′ (Rn) vers une fonction f ∈ F s
p,q, et on a ‖f‖F sp,q ≤ cA, avec c est indépen-

dant de b.

(ii) Soit s > σp = nmax
(

0, 1
p
− 1
)
. Si ‖2jsbj‖`q(Lp) = A <∞, alors la série

∑
j≥0

bj converge

dans S ′ (Rn) vers une fonction f ∈ Bs
p,q, et on a ‖f‖Bsp,q ≤ cA, avec c est indépendant de b.
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2.2. Multiplication du type F · F ↪→ F et B ·B ↪→ B

2.2 Multiplication du type F · F ↪→ F et B ·B ↪→ B

Nous estimons les normes suivantes ‖πi (f, g)‖F s,qp et ‖πi (f, g)‖Bs,qp , (i = 1, 2, 3) pour utiliser

par la suite.

Lemme 2.2.1 [8]

Soit s < 0.

(i)

∥∥∥∥ sup
`=0,1,2.

|Q`f |
∥∥∥∥
p

≤ c ‖f‖F 0p,2 , ∀f ∈ F
0
p,2, et pour p =∞ on a

∥∥∥∥ sup
`=0,1,2.

|Q`f |
∥∥∥∥
∞
≤ c ‖f‖∞ ,∀f ∈ L∞.

(ii)
∥∥2`s |Q`f |

∥∥
Lp(`q)

≤ c ‖f‖F sp,q , ∀f ∈ F
s
p,q.

(iii)
∥∥2`s |Q`f |

∥∥
`q(Lp)

≤ c ‖f‖Bsp,q , ∀f ∈ B
s
p,q.

Proposition 2.2.3 [8]

Soit s < 0 et 1 ≤ p <∞. On pose 1
p

= 1
r1

+ 1
r2
, alors on a

(i) ‖π1 (f, g)‖F sp,q ≤ c ‖f‖F sr1,q ‖g‖F 0r2,2 où c est indépendant de f et g.
- Si r2 =∞, on remplace ‖g‖F 0r2,∞ par ‖g‖∞ .
(ii) ‖π1 (f, g)‖Bsp,q ≤ c ‖f‖Bsr1,q ‖g‖F 0r2,∞ où c est indépendant de f et g.

- Si r2 =∞, on remplace ‖g‖F 0r2,∞ par ‖g‖∞.

Preuve.

(1) Preuve de (i) en utilisant la proposition (2.1.1) et l’inégalité de Hölder, on a∥∥∥∥∥
∞∑
k=2

Qk−2f ·∆kg

∥∥∥∥∥
F sp,q

≤ c
∥∥2ksQk−2f ·∆kg

∥∥
Lp(`q)

,

≤ c
∥∥2ksQk−2f

∥∥
Lr1 (`q)

‖∆kg‖Lr2 (`∞) .

(2) De la même pour (ii), i.e.∥∥∥∥∥
∞∑
k=2

Qk−2f ·∆kg

∥∥∥∥∥
Bsp,q

≤ c
∥∥2ksQk−2f ·∆kg

∥∥
Lp(`q)

,

≤ c
∥∥2ksQk−2f

∥∥
Lr1 (`q)

‖∆kg‖Lr2 (`∞) .
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2.2. Multiplication du type F · F ↪→ F et B ·B ↪→ B

Proposition 2.2.4 [8]

Soit s < 0 et 1 ≤ p <∞. On pose 1
p

= 1
r1

+ 1
r2
, alors on a

(i) ‖π3 (f, g)‖F sp,q ≤ c ‖f‖F sr1,q ‖g‖F 0r2,2 où c est indépendant de f et g.
- Si r2 =∞, on remplace ‖g‖F 0r2,2 par ‖g‖∞ .
(ii) ‖π3 (f, g)‖Bsp,q ≤ c ‖f‖Bsr1,q ‖g‖F 0r2,2 où c est indépendant de f et g.
- Si r2 =∞, on remplace ‖g‖F 0r2,2 par ‖g‖∞.

Proposition 2.2.5 [8]

Soit 0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞ tel que 1
p

= 1
r1

+ 1
r2
et 1

q
≤ 1

q1
+ 1

q2
,

(i) Si on pose s1 + s2 > σp = nmax
(

0, 1
p
− 1
)
et q ≥ p, alors

max
−1≤j≤1

∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

Qk+jf ·∆kg

∥∥∥∥∥
F
s1+s2
p,q

≤ c ‖f‖F s1r1,q1 ‖g‖F s2r2,q2 ,

où c est indépendant de f et g.

(ii) Soit d = min (1, p, q) , On pose 1
d
≤ 1

q1
+ 1

q2
et s1 + s2 = σp, alors

max
−1≤j≤1

∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

∆k+jf ·∆kg

∥∥∥∥∥
B
s1+s2
p,∞

≤ c ‖f‖Bs1,q1r1
‖g‖Bs2r2,q2 ,

où c est indépendant de f et g.

Preuve.

(i) On observe que supp
(

k+1∑
`=k−1

Q`f ·∆kg

)∧
⊂
{
ξ ∈ Rn/ |ξ| ≤ c2k

}
, ce qui permet d’appliquer

la proposition (2.1.2), et de trouver∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

∆k+jf ·∆kg

∥∥∥∥∥
F
s1+s2
p,q

≤ c
∥∥2k(s1+s2)∆k+jf ·∆kg

∥∥
Lp(`q)

,

≤
∥∥2ks1∆k+jf · 2ks2∆kg

∥∥
Lp(`q)

,

≤
∥∥2ks1∆k+jf

∥∥
Lr1(`q1)

∥∥2ks2∆kg
∥∥
Lr2(`q2)

,

donc

max
−1≤j≤1

∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

∆k+jf ·∆kg

∥∥∥∥∥
F
s1+s2
p,q

≤ c ‖f‖F s1r1,q1 ‖g‖F s2r2,q2 ,

avec c est indépendant de f et g.

(ii) De la même manière on démontre la deuxième partie de la proposition (2.2.5)
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2.2. Multiplication du type F · F ↪→ F et B ·B ↪→ B

Théorème 2.2.1 [8]

Soit  s1 < 0 < s2

s1 + s2 > 0

1

p
≤ 1

p1
+

1

p2
1

p
>

1

p1
+

1

n

(
n

p2
− s2

)
+

s1 + s2 > n

(
1

p1
+

1

p2
− 1

)
et q ≥ q1.

Alors

(i) F s1
p1,q1
· F s2

p2,q2
↪→ F s1

p,q.

(ii) Bs1
p1,q1
· Bs2

p2,q2
↪→ Bs1

p,q.

Preuve.

(1) Nous allons estimer πi (f, g) , (i = 1, 2, 3) en norme de F s1
p,q

Estimation de π1 (f, g) .

En appliquant la proposition (2.2.3), on obtient

‖π1 (f, g)‖F s1p,q ≤ ‖f‖F s1r1,q ‖g‖F 0r2,2 , avec
1

p
=

1

r1
+

1

r2
.

On a aussi

F s2,q2
p2

↪→

 F 0,2r2 , r2 <∞ 1
r2

= 1
n

(
n
p2
− s2

)
+
.

L∞, r2 =∞.

Donc

‖π1 (f, g)‖F s1p,q1 ≤ c ‖f‖F s1p1,q1 ‖g‖F s2p2,q2 .

Estimation de π2 (f, g) .

Comme π2 (f, g) =
∞∑
k=0

(∆k−1f + ∆kf + ∆k+1f) ·∆kg, où ∆−1f ≡ 0, et si on a s1 + s2 > 0

et s1 + s2 > n
(
1
p1

+ 1
p2
− 1
)
, alors

‖π2 (f, g)‖
F
s1+s2
r,∞

≤ c ‖f‖F s1p1,q1 ‖g‖F s2p2,q2 , où
1

r
=

1

p1
+

1

p2
.
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2.2. Multiplication du type F · F ↪→ F et B ·B ↪→ B

On observe que

F s1+s2
r,∞ ↪→ F s1

p,q.

car
(
s1 + s2 − n

r
≥ s1 − n

p

)
⇔
(
n
p
≥ n

p1
+
(
n
p2
− s2

)
+

)
.

Et s2 > 0, r ≤ p, donc on a

‖π2 (f, g)‖
F
s1
p,q

≤ ‖π2 (f, g)‖
F
s1+s2
r,∞

≤ c ‖f‖F s1p1,q1 ‖g‖F s2p2,q2 ,

‖π2 (f, g)‖
F
s1
p,q

≤ c ‖f‖F s1p1,q1 ‖g‖F s2p2,q2 .

Estimation de π3 (f, g) .

En appliquant la proposition (2.2.4), on trouve

‖π3 (f, g)‖
F
s1
p,q

≤ c ‖f‖F s1p1,q ‖g‖F 0r1,2 , où
1

p
=

1

p1
+

1

r2
.

Les conditions


1
p

= 1
p1

+ 1
r2
> 1

p1
+ 1

n

(
n
p2
− s2

)
+

1
p2
≥ 1

r2
> 1

n

(
n
p2
− s2

)
+

donnent

‖g‖F 0r2,2 ≤ c ‖g‖F s2p2,q2 .

Car F s2
p2,q2

↪→ F 0r2,2 si
1
r2

= 1
n

(
n
p2
− s2

)
+
, r2 <∞. Comme r2 =∞ alors F s2

p2,q2
↪→ L∞, donc

‖π3 (f, g)‖
F
s1
p,q

≤ c ‖f‖F s1p,q ‖g‖F 0r2,2 ,

(2) Pour la preuve de (ii) il suffi t de prendre l’inégalité :

‖π2 (f, g)‖
B
s1+s2
r,q

≤ c ‖f‖Bs1p1,q ‖g‖Bs2p2,∞ ,

les inclusions

Bs1+s2
r,q ↪→ Bs1

p1,q
.

et

Bs2
p2,q2

↪→

 F 0r2,2, r2 <∞ 1
r2

= 1
n

(
n
p2
− s2

)
+
.

L∞, r2 =∞.
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2.2. Multiplication du type F · F ↪→ F et B ·B ↪→ B

Théorème 2.2.2 [8]

Soient 0 < p, p1, p2, q, q1, q2 ≤ ∞, s1 < 0 et s2 > 0. On suppose

1

p
≤ 1

p1
+

1

p2

s1 + s2 ≥ n

(
1

p1
+

1

p2
− 1

)

q ≥ q1
1

p
=

1

p1
+

1

n

(
n

p2
− s2

)
+

alors

(i) Si s 6= n
p2
ou s = n

p2
et q2 ≤ 1, on a

F s1
p1,q1
· F s2

p2,q2
↪→ F s1

p,q.

(ii) Si s < n
p2
et q2 ≤ n

n
p2
−s2 , ou s = n

p2
et q2 ≤ 1, ou s > n

p2
, on a

Bs1
p1,q1
· Bs2

p2,q2
↪→ Bs1

p,q.

Remarque 2.2.1

Soient s1, s2, p, p1, p2, q, q1, q2 comme dans le théorème (2.2.2). Si 1
r2

= 1
n

(
n
p2
− s2

)
+
alors

F s1
p1,q1
·
(
F s2
p2,q2
∩ Lr2

)
↪→ F s1

p,q,

Bs1
p1,q1
·
(
Bs2
p2,q2
∩ Lr2

)
↪→ Bs1

p,q .

Théorème 2.2.3 [4]

Soient 0 < p1, p2 <∞, 0 < q ≤ ∞ et n
p1
− n < s < n

p1
, alors

F s
p1,q
·
(
F

n
p1
p2,∞ ∩ L∞

)
↪→ F s

p1,q
.

Preuve.

Soient f ∈ F s
p1,q

et g ∈ F
n
p1
p2,∞ ∩ L∞, on estime ∆k(i) (gf) , (i = 1, 2, 3) en norme de Lp1 (`q) .
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2.2. Multiplication du type F · F ↪→ F et B ·B ↪→ B

Estimation de ∆k(1) (gf) .

∥∥2ks∆k(1) (gf)
∥∥
Lp1 (`q)

=

∥∥∥∥∥∥
( ∞∑
j=0

2sjq
∣∣∆k(1) (gf)

∣∣q) 1
q

∥∥∥∥∥∥
p1

,

≤

∥∥∥∥∥∥
( ∞∑
j=0

2sjq
∣∣∣Qk+1g · ∆̃kf

∣∣∣q) 1
q

∥∥∥∥∥∥
p1

,

≤ sup
x∈Rn

sup
k∈N
|Qk+1g|

∥∥∥∥∥∥
( ∞∑
j=0

2sjq |∆kf |q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p1

,

≤ ‖g‖∞ ‖f‖F sp1,q .

Estimation de ∆k(2) (gf) .

De la même technique on obtient∥∥2ks∆k(2) (gf)
∥∥
Lp1 (`q)

≤ c ‖g‖
B
n
p2
p2,∞
‖f‖F sp1,q .

Par l’inclusion

F
n
p2
p2,∞ ↪→ B

n
p2
p2,∞.

on a ∥∥2ks∆k(2) (gf)
∥∥
Lp1 (`q)

≤ c ‖g‖
F
n
p2
p2,∞
‖f‖F sp1,q .

Estimation de ∆k(3) (gf) .

En utilisant la proposition (2.1.1), il vient∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

∆k(3) (gf)

∥∥∥∥∥
F
s+ n

p2
t,∞

≤ c ‖g‖
F
n
p2
p2,∞
‖f‖F sp1,q .

Où
1

t
=

1

p1
+

1

p2
et s+

n

p2
> max

(
0,
n

p1
+
n

p2
− n

)
.

Par l’inclusion

F
s+ n

p2
t,∞ ↪→ F s

p1,q
,

on a ∥∥∥∥∥∑
k≥0

∆k(3) (gf)

∥∥∥∥∥
F sp1,q

≤ c ‖g‖
F
n
p2
p2,∞
‖f‖F sp1,q .
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2.2. Multiplication du type F · F ↪→ F et B ·B ↪→ B

Théorème 2.2.4 [6]

Soient

t ≥ 0

nmax

(
0,

1

p
− 1,

1

q
− 1

)
< s <

n

p
+ t,

0 < p < p1 <∞ et 0 < q ≤ ∞,

alors

F
n
p
+t

p1,∞ ↪→M
(
F s
p,q

)
.

Preuve.

Soient g ∈ F
n
p
+t

p1,∞ et f ∈ F s
p,q, on a

fg =
∑
j≥0

∆jf ·Qjg +
∑
k≥1

∆kg ·Qk−1f = U1 + U2.

On estime successivement U1, U2 en norme de F s
p,q.

Estimation de U1.

La proposition (2.1.1) donne

‖U1‖F sp,q =

∥∥∥∥∥∑
j≥0

∆jf ·Qjg

∥∥∥∥∥
F sp,q

,

≤ c

∥∥∥∥∥∥
( ∞∑
j=0

2sjq |∆jf ·Qjg|q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

,

mais |Qjg| ≤ ‖g‖∞ ≤ c ‖g‖
F
n
p+t

p1,∞
, donc

‖U1‖F sp,q ≤ c ‖g‖
F
n
p+t

p1,∞

∥∥∥∥∥∥
( ∞∑
j=0

2jsq |∆jf |q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

.

D’où‖U1‖F sp,q ≤ c ‖g‖
F
n
p+t

p1,∞
‖f‖F sp,q .

Estimation de U2.
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2.2. Multiplication du type F · F ↪→ F et B ·B ↪→ B

De la même façon on a

‖U2‖F sp,q ≤ c

∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥1

2jsq |∆jg ·Qj−1f |q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

,

≤ c

∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥1

2(s−np−t)qj |Qj−1f |q 2(np+t)jq |∆jg|q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

,

≤ c

∥∥∥∥sup
j≥0

2−(np+t)jq |∆jg|
∥∥∥∥
p1

∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥1

2(s−np−t)jq |Qj−1f |q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p2

, avec
1

p1
+

1

p2
=

1

p
,

alors

‖U2‖F sp,q ≤ c ‖g‖
F
n
p+t

p1,q

‖f‖F sp,q ,

car

s− n

p
− t < 0 et F s

p,q ↪→ F
s−n

p
p2,q ↪→ F

s−n
p
−t

p2,q .
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Chapitre 3

La multiplication ponctuelle du type

F.B ↪→ F

Dans ce chapitre, nous étudions la multiplication ponctuelle dans les espaces de Besov et

dans les espaces Lizorkin-Triebel, en utilisant quelques définitions et quelques propositions.

3.1 Rappel

Définition 3.1.1 A toute fonction localement intégrable f sur Rn, on associe sa fonction

maximale définie par

Mf (x) = sup
r>0

1

|B (x, r)|

∫
B(x,r)

|f (y)| dy,

où B (x, r) est la boule ouverte de centre x et de rayon r.

Proposition 3.1.1 [10] Soient 1 < p < ∞, alors il existe une constante c = c (n, p) > 0

telle que pour tout g ∈ Lp on a
‖Mg‖p ≤ c ‖g‖p .

Proposition 3.1.2 [9]Soient 0 < t, b <∞ et f une fonction telle que suppf̂ ⊂ {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ b} .
Alors pour tout x ∈ Rn, on a

sup
y∈Rn

|f (x− y)|
(1 + |y|)

n
t

≤ c
(
M |f |t (x)

) 1
t .
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3.1. Rappel

Définition 3.1.2 Soient f ∈ S ′ et a > 0. On définit les opérateurs maximaux associés aux

∆k et Qk par :

∆∗,ak f (x) = sup
y∈Rn

|∆kf (x− y)|
1 + (2k |y|)a et Q∗,ak f (x) = sup

y∈Rn

|Qkf (x− y)|
1 + (2k |y|)a .

Remarque 3.1.1 [11] ou [12] Soient la fonction de Fefferman-Stein qui définit par

(∆∗,ak f) (x) = sup
y∈Rn

|∆kf (x− y)|
1 + (2k |y|)a , (x ∈ Rn et k = 0, 1, 2, ...) .

(1) Pour tout a > n
min(p,q)

, on a ∥∥2ks∆∗,ak f
∥∥
Lp(`q)

v ‖f‖F sp,q .

(2) Pour tout a > n
p
, on a ∥∥2ks∆∗,ak f

∥∥
`q(Lp)

v ‖f‖Bsp,q .

Lemme 3.1.1

Soient 0 < p <∞ et a > n
p
. Il existe une constante c > 0 telle que∥∥Q∗,aj g

∥∥
Lp(`∞)

≤ c ‖g‖F 0p,2 , (3.1.1)

pour toute g ∈F 0p,2 .

Preuve. La preuve du lemme précedent n’est pas compliqué. Il suffi t de prendre t > 0

telle que n
a
< t < p, la proposition (3.1.2) donne l’existence d’une constante c, indépendante

de j, telle que

Q∗,aj g (x) ≤ Q
∗,n
t

j g (x) ≤ c
((
M |Qjg|t

)
(x)
) 1
t (∀x ∈ Rn) .

Alors ∥∥∥∥sup
j∈N

Q∗,aj g (x)

∥∥∥∥
Lp

≤
∥∥∥∥sup
j∈N

Q
∗,n
t

j g (x)

∥∥∥∥
Lp

,

≤ c1

∥∥∥∥∥
(

sup
j∈N

M |Qjg (x)|t
) 1

t

∥∥∥∥∥
Lp

,

= c1

∫
Rn

((
sup
j∈N

M |Qjg (x)|t
) 1

t

)p

dx

 1
p

,

=

∥∥∥∥sup
j∈N

M |Qjg (x)|t
∥∥∥∥ 1t
L p
t

.
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3.2. Multiplication du type F ·B ↪→ F

On applique la proposition (3.1.1), on obtient∥∥∥∥sup
j∈N

M |Qjg (x)|t
∥∥∥∥ 1t
L p
t

≤ c2

∥∥∥∥sup
j∈N
|Qjg|t

∥∥∥∥ 1t
L p
t

.

Alors ∥∥∥∥sup
j∈N

Q∗,aj g (x)

∥∥∥∥
Lp

≤ c

∥∥∥∥sup
j∈N
|Qjg|t

∥∥∥∥ 1t
L p
t

,

= c

∥∥∥∥sup
j∈N
|Qjg|

∥∥∥∥
Lp

= c ‖g‖F 0p,∞ ,

≤ c ‖g‖F 0p,2 puisque
(
F s
p,q1

↪→ F s
p,q2

si q1 ≤ q2
)
.

3.2 Multiplication du type F ·B ↪→ F

Théorème 3.2.1 Soient 0 < p, p1, p2 < ∞, 0 < q, q2 ≤ ∞, −∞ < s < ∞, et r > 0 telle

que

−r + max

(
0,
n

p1
+
n

p2
− n

)
< s < min

(
n

p1
, r

)
, (3.2.1)

et
1

p
=

1

p1
+

1

p2
− r

n
,

1

q2
≥ 1

p2
− r

n
, r <

n

p2
. (3.2.2)

Alors

F s
p1,q
·Br

p2,q2
↪→ F s

p,q.

Preuve. Soient f ∈ F s
p1,q

et g ∈ Br
p2,q2

. D’après la décomposition de f · g, on obtient

f · g =

∞∑
k=0

∆k (f · g) .

On calcule f · g en norme de F s
p,q et d’après le lemme (1.4.5) on trouve

‖f · g‖F sp,q =

∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

∆k(i) (f · g)

∥∥∥∥∥
Fsp,q

≤ c
∥∥{2ks∆k(i) (f · g)

}∥∥
Lp(`q)

.
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3.2. Multiplication du type F ·B ↪→ F

On estime respectivement ∆k(1) (f · g) ,∆k(2) (f · g) et ∆k(3) (f · g) en norme de Lp
(
`sq
)

(i) Estimation de ∆k(1) (f · g)∣∣∆k(1) (f · g) (x)
∣∣ =

∣∣∣∆k

(
Qk+1g · ∆̃kf

)
(x)
∣∣∣ ,

=

∣∣∣∣∣∣
∫
Rn

2knF−1γ
(
2ky
) (
Qk+1g · ∆̃kf

)
(x− y) dy

∣∣∣∣∣∣ ,
≤ c′

∫
Rn

∣∣F−1γ (2ky)∣∣ |Qk+1g (x− y)|
∣∣∣∆̃kf (x− y)

∣∣∣ dy,
≤ c′

∫
Rn

(
1 +

(
2k |y|

)a1) (
1 +

(
2k |y|

)a2) ∣∣F−1γ (2ky)∣∣ |Qk+1g (x− y)|
∣∣∣∆̃kf (x− y)

∣∣∣
(1 + (2k |y|)a1) + (1 + (2k |y|)a2)dy,

≤ c′
(
Q∗,a1k+1g

) (
∆̃∗,a2k f

)∫
Rn

(
1 +

(
2k |y|

)a1) (
1 +

(
2k |y|

)a2) ∣∣F−1γ (2ky)∣∣ dy,
≤ c

(
Q∗,a1k+1g

) (
∆̃∗,a2k f

)
.

Où Q∗,a1k+1g et ∆̃∗,a2k f sont définies comme dans la remarque (3.1.1)

Alors ∣∣∆k(1) (f · g)
∣∣ ≤ c

(
sup
j∈N

Q∗,a1j g

)(
∆̃∗,a2k f

)
.

Donc

2ks
∣∣∆k(1) (f · g)

∣∣ ≤ c

(
sup
j∈N

Q∗,a1j g

)(
2ks∆̃∗,a2k f

)
.

ce qui implique :(∑
k∈N

(
2ks
∣∣∆k(1) (f · g)

∣∣)q) 1
q

≤ c

(
sup
j∈N

Q∗,a1j g

)(∑
k∈N

(
2ks∆̃∗,a2k f

)q) 1
q

.

Alors ∥∥2ks∆k(1) (f · g)
∥∥
`q
≤ c

(
sup
j∈N

Q∗,a1j g

)∥∥∥2ks∆̃∗,a2k f
∥∥∥
`q
. (3.2.3)

On prend la relation (3.2.3) en norme de Lp, alors∥∥2ks∆k(1) (f · g)
∥∥
Lp(`q)

≤ c

∥∥∥∥(sup
j∈N

Q∗,a1j g

)∥∥∥2ks∆̃∗,a2k f
∥∥∥
`q

∥∥∥∥
Lp

. (3.2.4)

D’après la relation (3.2.2) , on pose 1
b

= 1
p2
− r

n
, alors 1

p
= 1

p1
+ 1

b
, nous appliquons dans la

relation (3.2.4) , on trouve∥∥2ks∆k(1) (f · g)
∥∥
Lp(`q)

≤ c

∥∥∥∥sup
j∈N

Q∗,a1j g

∥∥∥∥
Lb

∥∥∥2ks∆̃∗,a2k f
∥∥∥
Lp1 (`q)

.
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3.2. Multiplication du type F ·B ↪→ F

Choisissons a1 > n
b
et a2 > n

min(p1,q)
d’après le lemme (3.1.1) et la remarque (3.1.1) on a∥∥2ks∆k(1) (f · g)

∥∥
Lp(`q)

≤ c ‖g‖F 0b,2 ‖f‖F sp1,q . (3.2.5)

Nous avons aussi 1
b

= 1
p2
− r

n
=⇒ r − n

p2
= 0 − n

b
et q2 ≤ n

n
p2
−r = b, alors d’après le lemme

(1.2.1)/(2), on a

Br
p2,q2

↪→ F 0b,2 i.e. ‖g‖F 0b,2 ≤ ‖g‖Brp2,q2 .

Alors la relation (3.2.5) devient∥∥2ks∆k(1) (f · g)
∥∥
Lp(`q)

≤ c ‖g‖Brp2,q2 ‖f‖F sp1,q .

(ii) Estimation de ∆k(2) (f · g)

Soient σ, β, u et v telle que

max

(
0,

1

p1
− r

n

)
<

1

u
< min

(
1

p1
,

1

p1
− s

n

)
, (3.2.6)

et
1

v
=

1

p2
+

1

u
, σ = s− n

p
+
n

v
, β = s− n

p1
+
n

u
. (3.2.7)

D’après le lemme (1.4.4) on a∥∥∆k(2) (f · g)
∥∥
v

=
∥∥∥∆k

(
Qk+1f · ∆̃kg

)∥∥∥
v
,

≤ c
∥∥∥Qk+1f · ∆̃kg

∥∥∥
v
,

en appliquant l’inégalité de Hölder,
(
1
v

= 1
p2

+ 1
u

)
, alors

∥∥∆k(2) (f · g)
∥∥
v
≤ c

∥∥∥∆̃kg
∥∥∥
p2
‖Qk+1f‖u ,

= c
∥∥∥∆̃kg

∥∥∥
p2

∥∥∥∥∥
k+1∑
j=0

∆jf

∥∥∥∥∥
u

,

≤ c
∥∥∥∆̃kg

∥∥∥
p2

k+1∑
j=0

‖∆jf‖u .

Donc

2kσ
∥∥∆k(2) (f · g)

∥∥
v
≤ c2kσ

∥∥∥∆̃kg
∥∥∥
p2

k+1∑
j=0

‖∆jf‖u . (3.2.8)
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3.2. Multiplication du type F ·B ↪→ F

ce qui implique :(∑
k∈N

(
2kσ
∥∥∆k(2) (f · g)

∥∥
v

)p) 1
p

≤ c

(∑
k∈N

(
2kσ
∥∥∥∆̃kg

∥∥∥
p2

k+1∑
j=0

‖∆jf‖u

)p) 1
p

,

alors

∥∥2kσ∆k(2) (f · g)
∥∥
`p(Lv)

≤ c

∥∥∥∥∥2kσ
∥∥∥∆̃kg

∥∥∥
p2

k+1∑
j=0

‖∆jf‖u

∥∥∥∥∥
`p

,

≤ c

∥∥∥∥∥2kr
∥∥∥∆̃kg

∥∥∥
p2

(
2kβ

k+1∑
j=0

2−jβ
(
2jβ ‖∆jf‖u

))∥∥∥∥∥
`p

.

D’après le lemme (1.4.3)
(
puis que s < n

p1
=⇒ β < 0

)
on a

∥∥2kσ∆k(2) (f · g)
∥∥
`p(Lv)

≤ c

∥∥∥∥(2kr
∥∥∥∆̃kg

∥∥∥
p2

)(
2jβ ‖∆jf‖u

)∥∥∥∥
`p

. (3.2.9)

On pose 1
q̃2

= 1
p
− 1

p1
, après leur application dans la relation (3.2.9) , nous trouvons

∥∥2kσ∆k(2) (f · g)
∥∥
`p(Lv)

≤ c

∥∥∥∥2kr
∥∥∥∆̃kg

∥∥∥
p2

∥∥∥∥
`q̃2

∥∥2jβ ‖∆jf‖u
∥∥
`p1
,

= c ‖g‖Br
p2,q̃2

‖f‖Bβu,p1 . (3.2.10)

Alors nous avons aussi β = s− n
p1

+ n
u

=⇒ s− n
p1

= β − n
u
, alors d’après le lemme (1.2.1) on

a

F s
p1,q

↪→ Bβ
u,p1

, (3.2.11)

avec 1
q2
≥ 1

p2
− r

n
=⇒ 1

q2
≥ 1

q̃2
=⇒ q̃2 ≤ q2, alors d’après la proposition (1.2.4),on a

Br
p2,q2

↪→ Br
p2,q̃2

, (3.2.12)

et puis que

σ > s et v < p1 =⇒ `σp1 (Lv) ↪→ Lp1
(
`sq
)
. (3.2.13)

Alors la relation (3.2.10) devient

∥∥2kσ∆k(2) (f · g)
∥∥
Lp(`p)

≤ c ‖g‖Brp2,q2 ‖f‖F sp1,q .
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3.2. Multiplication du type F ·B ↪→ F

(iii) Estimation de ∆k(3) (f · g)

• Etudier le cas 1
p1

+ 1
p2
≤ 1

Soient σ, β, u et v telle que

max

(
0,

1

p1
− r

n
,

1

p1
− r + s

n

)
<

1

u
<

1

p1
. (3.2.14)

et la relation (3.2.7) , comme ρ = max
(
0, n

v
− n

)
= 0, puis que

n

v
− n =

(
n

p2
+
n

u

)
− n < n

p2
+
n

p1
− n ≤ 0,

alors d’après le lemme (1.4.4) on a

∥∥∆k(3) (f · g)
∥∥
v

=

∥∥∥∥∥
∞∑
j=k

∆k

(
∆jf ·∆jg

)∥∥∥∥∥
v

,

≤
∞∑
j=k

∥∥∆k

(
∆jf ·∆kg

)∥∥
v
,

≤ c
∞∑
j=k

∥∥∆jf ·∆kg
∥∥
v
,

en appliquant l’inégalité de Hölder,
(
1
v

= 1
p2

+ 1
u

)
, alors

∥∥∆k(3) (f · g)
∥∥
v
≤ c

∞∑
j=k

∥∥∆jg
∥∥
p2
‖∆jf‖u .

Donc

2kσ
∥∥∆k(3) (f · g)

∥∥
v
≤ c2kσ

∞∑
j=k

∥∥∆jg
∥∥
p2
‖∆jf‖u ,

ce qui implique(∑
k∈N

(
2kσ
∥∥∆k(3) (f · g)

∥∥
v

)p) 1
p

≤ c

(∑
k∈N

(
2kσ

∞∑
j=k

∥∥∆jg
∥∥
p2
‖∆jf‖u

)p) 1
p

,

alors ∥∥2kσ∆k(3) (f · g)
∥∥
`p(Lv)

≤
∥∥∥∥∥2kσ

∞∑
j=k

∥∥∆jg
∥∥
p2
‖∆jf‖u

∥∥∥∥∥
`p

,

≤ c

∥∥∥∥∥2k(β+r)
∞∑
j=k

2−j(β+r)2j(β+r)
∥∥∆jg

∥∥
p2
‖∆jf‖u

∥∥∥∥∥
`p

.
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3.2. Multiplication du type F ·B ↪→ F

D’après le lemme (1.4.3) ((β + r) > 0) on a

∥∥2kσ∆k(3) (f · g)
∥∥
`p(Lv)

≤ c
∥∥∥2j(β+r)

∥∥∆jg
∥∥
p2
‖∆jf‖u

∥∥∥
`p
. (3.2.15)

On pose 1
q̃2

= 1
p
− 1

p1
, la relation (3.2.15) devient la suivante

∥∥2kσ∆k(3) (f · g)
∥∥
`p(Lv)

≤ c
∥∥∥2jr

∥∥∆jg
∥∥
p2

∥∥∥
`q̃2

∥∥2jβ ‖∆jf‖u
∥∥
`p1
.

= ‖g‖Br
p2,q̃2

‖f‖Bβu,p1 . (3.2.16)

Nous avons aussi les relation (3.2.11) , (3.2.12) et (3.2.13) . Donc la relation (3.2.16) , devient

∥∥2kσ∆k(3) (f · g)
∥∥
Lp(`q)

≤ c ‖g‖Brp2,q2 ‖f‖F sp1,q .

• Etudier le cas 1
p1

+ 1
p2
> 1

Soient σ, u et v telle que

max

(
0, 1− 1

p2
,

1

p1
− r

n

)
<

1

u
<

1

p1
. (3.2.17)

et
1

v
=

1

p2
+

1

u
, σ = s− n

p
+
n

v
.

On a

∥∥∆k(3) (f · g)
∥∥
v

=

∥∥∥∥∥
∞∑
j=k

∆k

(
∆jf ·∆jg

)∥∥∥∥∥
v

,

≤
∞∑
j=k

∥∥∆k

(
∆jg ·∆jf

)∥∥
v
.

D’après le lemme (1.4.4) on a

∥∥∆k(3) (f · g)
∥∥
v
≤ c

∞∑
j=k

2(j−k)ρ
∥∥∆jg ·∆jf

∥∥
v
,

avec ρ = n
v
− n = n

p2
+ n

u
− n, donc

2kσ
∥∥∆k(3) (f · g)

∥∥
v
≤ c2kσ

∞∑
j=k

2
(j−k)

(
n
p2
+n
u
−n
) ∥∥∆jg ·∆jf

∥∥
v
.
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3.2. Multiplication du type F ·B ↪→ F

D’après l’inégalité de Hölder,
(
1
v

= 1
p2

+ 1
u

)
, on a

2kσ
∥∥∆k(3) (f · g)

∥∥
v
≤ c2kσ

∞∑
j=k

2
(j−k)

(
n
p2
+n
u
−n
) ∥∥∆jg

∥∥
p2
‖∆jf‖u ,

≤ c2k(s−
n
p
+n
v )
∞∑
j=k

2
j
(
n
p2
+n
u
−n
)
−k
(
n
p2
+n
u
−n
) ∥∥∆jg

∥∥
p2
‖∆jf‖u ,

≤ c2
k
(
s−
(
n
p1
+ n
p2
−r
)
+
(
n
p2
+n
u

)) ∞∑
j=k

2
j
(
n
p2
+n
u
−n
)
−k
(
n
p2
+n
u
−n
) ∥∥∆jg

∥∥
p2
‖∆jf‖u ,

≤ c2
k
(
s− n

p1
− n
p2
+r+n

) ∞∑
j=k

2
j
(
n
p2
+n
u
−n
)
2
j
(
s− n

p1
− n
p2
+r
)
2
−j
(
s− n

p1
− n
p2
+r
) ∥∥∆jg

∥∥
p2
‖∆jf‖u ,

≤ c2kµ
∞∑
j=k

2−jµ · 2j(r+%)
∥∥∆jg

∥∥
p2
‖∆jf‖u .

où % = s− n
p1

+ n
u
et µ = s+ r − n

p1
− n

p2
+ n > 0, ce qui implique(∑

k∈N

(
2kσ
∥∥∆k(3) (f · g)

∥∥
v

)p) 1
p

≤ c

(∑
k∈N

(
2kµ

∞∑
j=k

2−jµ · 2j(r+%)
∥∥∆jg

∥∥
p2
‖∆jf‖u

)p) 1
p

.

D’après le lemme (1.4.3) (µ > 0) on a∥∥2kσ∆k(3) (f · g)
∥∥
`p(Lv)

≤ c
∥∥∥2j(r+%)

∥∥∆jg
∥∥
p2
‖∆jf‖u

∥∥∥
`p
. (3.2.18)

On pose 1
q̃2

= 1
p
− 1

p1
, par l’application dans la relation (3.2.18), on trouve∥∥2kσ∆k(3) (f · g)

∥∥
`p(Lv)

≤ c
∥∥∥2jr

∥∥∆jg
∥∥
p2

∥∥∥
`2

∥∥2j% ‖∆jf‖u
∥∥
`p1
,

= c ‖g‖Br
p2,q̃2

‖f‖B%u,p1 . (3.2.19)

Nous avons aussi % = s− n
p1

+ n
u

=⇒ s− n
p1

= %− n
u
, alors d’après le lemme (1.2.1) on a

F s
p1,q

↪→ B%
u,p1

,

puisque σ > s et v < p, alors on a

`σp (Lv) ↪→ Lp
(
`sq
)
.

Donc la relation (3.2.19) devient∥∥2ks∆k(3) (f · g)
∥∥
Lp(`q)

≤ c ‖g‖Brp2,q2 ‖f‖F sp1,q .
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Conclusion

L’objectif de ce travail est d’étudier la multiplication ponctuelle dans les espaces de Besov et

dans les espaces de Triebel-Lizorkin, on a présénter les conditions nécessaires et suffi ssantes

sur les paramètres (s, s0, s1) , (p, p0, p1), (q, q0, q1) pour que les trois inclusions

F · F ↪→ F , B ·B ↪→ B et F s
p1,q
·Br

p2,q2
↪→ F s

p,q.

soit vérifiées.
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